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แนะนำรายวิชา 

อัลกอริทึมคือ ลำดับขั้นตอนการคำนวณที่ไดกำหนดไวเพื่อในการแกปญหาอยางใดอยางหนึ่ง ซึ่งจะมีการรับคา

อินพุตและแสดงคาเอาพุตสำหรับการแกปญหานั้นๆ 

อัลกอริทึมใดๆ จะถือวาถูกตอง ถาหากวาไมวาจะใสอินพุตใดๆใหกับอัลกอริทึมนั้น มันจะตองหยุดทำงานพรอม

กับใหเอาพุตที่ถูกตอง   

แผนภาพที่ 1 แสดงความสัมพันธระหวางแนวคิดทางทฤษฎี กับการทำแนวคิดนั้นใหสำเร็จจริง  

 

      ภาพท่ี 1 

ในการวัดประสิทธิภาพของอัลกอริทึมนั้น มีการวัดผลหลักๆอยูสองดานคือ 

1. ความถูกตองของอัลกอริทึม  

 ซึ่งจะตองตรวจสอบวาสามารถใหคำตอบไดถูกตองไมวาจะเปนอินพุตใดๆ 

2. เวลาที่ใชในการประมวลผลอัลกอริทึม  

 ซึ่งจะตองตรวจสอบวาใชเวลานอยที่สุดในการที่จะทำการประมวลผลใหเสร็จ 

 

 

Program 
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Computer 

Algorithm 

Pseudocode/ 
Structural 

English 
Model of 

Computation 
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ตัวอยางที่ 1 การวัดประสิทธิภาพของอัลกอริทึม 

กำหนดใหมีอัลกอริทึมอยู 2 อัลกอริทึมดังนี้ 

1. insertion sort ใชเวลาในการคำนวณประมาณ x.n2  

2. merge sort ใชเวลาในการคำนวณประมาณ  y.nlgn (lg=log2)  

เมื่อ x,y คือคาคงที่ใดๆ และ n คือขนาดของอินพุต 

และกำหนดให มีคอมพิวเตอร  2 เครื่องซึ่งมีความเร็วในการรันชุดคำสั่งแตกตางกันดังนี้ 

1. คอมพิวเตอร A สามารถรันได 109 คำสั่งตอวินาที 

2. คอมพิวเตอร B สามารถรันได 107 คำสั่งตอวินาที 

ในการทดสอบ หากกำหนดให x = 2 , y = 50, n= 106  และใหเครื่องคอมพิวเตอร  A รันอัลกอริทมึ insertion 

sort สวน B รัน merge sort จะพบวา 

คอมพิวเตอร A ใชเวลาในการประมวลผล insertion sort = 2*(106) 2 / 109=  2000 วินาที 

คอมพิวเตอร B ใชเวลาในการประมวลผล merge sort = 50*106 lg106 / 107=  100 วินาที 

สามารถที่จะสรุปไดวา ถึงแมเครื่องคอมพิวเตอร A จะมีความเร็วในการประมวลผลมากกวาเครื่องคอมพิวเตอร B 

แตหากนำเครื่อง A มารันอัลกอริทึม insertion sort ที่ตองการเวลาในการคำนวณมากกวา ก็จะทำใหสุดทายแลว 

เครื่อง A ทำงานชากวา เครื่อง B ที่รันอัลกอริทึม merge sort ที่ตองการเวลาในการคำนวณนอยกวา 

 

 

 

 

Computer B runs 20 times 
faster than computer A because 
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จากตัวอยางที่ 1 จะเห็นวาการเลือกอัลกอริทึมที่ดีในการทำงานนั้นมีผลตอประสิทธิภาพของระบบอยางมาก  

ดังนั้นในการจะเลือกวาอัลกอริทึมไหนดีหรือไมดีอยางไร สามารถวิเคราะหไดจาก สองดานหลักๆ ตาม

ประสิทธิภาพของอัลกอริทึม คือ 

1. ความถูกตองของอัลกอริทึม  

 ซึ่งสามารถวิเคราะหได โดยการใชเทคนิคการไมแปรเปลี่ยนของการวนซำ้ (loop invariants)  ในกรณีที่

 อัลกอริทึมมีขั้นตอนการทำซ้ำ 

2. เวลาที่ใชในการประมวลผลอัลกอริทึม  

 ซึ่งสามารถวิเคราะหได จากการหาคาขอบเขตบน ของเวลาที่ใชในการรันอัลกอริทึมนั้นๆ ซึ่งสามารถ

 คำนวณคราวๆไดจากการดูอัตราการเติบโตของฟงกชัน (growth of function) 
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บทที่ ๑ การวิเคราะหความถูกตองของอัลกอริทึม  

กับ การไมแปรเปลี่ยนของการวนซ้ำ ( loop invariants ) 

การวิเคราะหความถูกตองของอัลกอริทึม ก็คือการตรวจสอบวา ไมวาจะใสอินพุตใดๆใหกับอัลกอริทมึนั้นๆ มันจะ

ใหคำตอบที่ถูกตองเสมอ 

ดังแสดงตัวอยาง ในภาพท่ี 2 หากกำหนดให กรอบสีน้ำเงนิคืออัลกอริทึมที่เราตองการวิเคราะห 

จะเห็นวา กอนรันอัลกอริทึม ตองทำการตรวจสอบวา คาของ ตัวแปรresult จะตองคือคา อินพุต a + b แต

เนื่องจาก กอนรันอัลกอริทึม คาของ a,b ยังไมมีคา ดังนั้น result=0  

ตอมาทำการตรวจสอบวา หลังรันอัลกอริทึม คาของ result= a+b หรือไม สมมติกำหนดให a = 3, b=4 ก็จะตอง

พบวา result = 7 เทานั้น จึงจะถือวา อัลกอริทึมนี้ถูกตอง  

 

 

 

ภาพท่ี 2 

แตกรณีที่อัลกอริทึมมีขั้นตอนสวนของการทำซ้ำ จะไมสามารถใชเทคนิคการตรวจสอบแบบขางตนได เนื่องจาก

จะตองทำการตรวจสอบวา ในทุกๆรอบของการทำซ้ำนั้น คาของขอมูลที่ตองการใชเพ่ือเปนคำตอบของการแก

โจทยปญหานั้นไมมีการเปลี่ยนแปลงคา 

result = a +b  

print(result) 
input output 

If before running the 

algorithm, result= 0 

then after running the 

algorithm, result= a+b 

result = a +b  

print(result) 

Input 

a = 3 

b = 4 

Output 

result = 7 
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อยางเชน อัลกอริทึมการหาคาผลรวมของตัวเลขจำนวน 10 ตัว ที่จะตองทำการตรวจสอบทุกรอบ(ทั้ง 10 รอบ) วา

1. คาผลรวมนั้นถูกตองกอนที่จะรันลูป ในแตละรอบ และ 

2. คาผลรวมนั้นถูกตองหลังจากที่รันลูปในแตละรอบ 

ดังแสดงตัวอยางในภาพท่ี 3  

 

รอบที่ 1  

 

รอบที่ 2 

sum = 0  

for i in numbers: 

 sum = sum+i 

10 numbers 
summation of  

10 numbers 

 If before running the 

algorithm, sum =0 
 Then after running the algorithm, 

sum = summation of 10 numbers 

sum = 0  

for i in numbers: 

 sum = sum+i 

[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10] 
summation of  

0 +1 

 If before running 

loop 1, sum =0 

 Then after running 

loop 1, sum = 1 
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รอบตอๆไป จนถึง รอบที่ 10 

ภาพท่ี 3 

จากรูปตัวอยางเราจะพบขอสังเกตวา  

กอนที่จะรันรอบที่ n ใดๆ  คาผลรวมของตัวเลขจะตองเปนผลรวมของตัวเลขตั้งแตตัวแรกจนถึงตัวที่ n 

 

 

 

sum = 0  

for i in numbers: 

 sum = sum+i 

[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10] 
summation of  

0 +1 + 2 

 If before running 

loop 2, sum =1 

 Then after running 

loop 2, sum = 3 

sum = 0  

for i in numbers: 

 sum = sum+i 

[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10] 
summation of  

0 +1 + 2+3+4+5 

+6+7+8+9+10 

 If before running 

loop 10, sum =45 

 Then after running 

loop 10, sum = 55 

Before running loop N, we have sum value of loop N-1 



9 
 

  

เอกสารประกอบการสอนรายวิชา 305234 การวิเคราะหและการออกแบบวิธี ภาคเรียนปลาย ปการศกึษา 2563 
จัดทำโดย อ.จิราพร พุกสุข ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟาและคอมพิวเตอร  คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยนเรศวร 

 

 

Loop invariant คืออะไร 

การไมแปรเปลี่ยนของการวนซ้ำ หรือ loop invariant คือ คำสั่งแสดงคุณลักษณะบางอยางของตัวแปรใน

อัลกอริทึม ซึ่งจะตองเปนจริงทั้งกอนและหลังในการรันลูปแตละรอบ 

เทคนิคในการพิสูจนการไมแปรเปลี่ยนของการวนซ้ำ มีขั้นตอนหลักๆดวยกันอยู 4 ขั้นตอนคอื 

1. ขั้นตอนกำหนด loop invariant 

  ทำการกำหนด คำสั่งแสดงคุณลักษณะของตัวแปรในอัลกอริทมึ ( loop invariant ) ที่ตองการจะ

 ตรวจสอบวา คำสั่งนี้ จะตองเปนจริง ทั้งกอนและหลัง ในทุกๆรอบของการทำซ้ำ 

2. ขั้นตอน initialization  

 ทำการตรวจสอบวา คำสั่งในขอ 1 นั้นเปนจริง กอนท่ีจะเริ่มรันลูปแรก หรือไม 

3. ขั้นตอน maintenance  

 ทำการตรวจสอบวา ถาคำสั่งในขอ 1 นั้นเปนจริง กอนที่จะรันลูปรอบนั้นๆ (รอบที่ i)  แลว คำสั่งนั้น 

 จะตองเปนจริง  กอนท่ีจะรันลูปรอบถัดไป (รอบที่ i+1) 

4. ขั้นตอน termination   

 ทำการตรวจสอบวา เม่ือหยุดการทำซ้ำแลว (หมดลูป) คำสั่งในขอที่ 1 (การที่คุณลักษณะนั้นไม

 เปลี่ยนแปลง)  ชวยใหเห็นวาอัลกอริทึมนั้นถูกตอง  

 คือเม่ือหยุดลูปแลว จะตองเห็นวาเอาพุตของอัลกอริทึมนั้นถูกตอง 

 

ขอสังเกต จะเห็นวาขั้นตอน initialization ของเทคนิค loop invariant จะคลายกับเทคนิคการอุปนัยเชิง

คณิตศาสตร (mathematical induction) ที่จะตองมีการพิสูจน base case และ ขั้นตอน maintenance จะ

คลายกับการพิสูจน inductive step 
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ตัวอยางที่ 2 จงวิเคราะหวาอัลกอริทึมในการหาผลรวมของตัวเลขทั้งหมดจำนวน n ตัวใดๆในอาเรย A นั้นวา

ถูกตองหรือไม    เมื่อโจทยกำหนดอัลกอริทึมใหดังนี้ 

 

วิธีทำ 

ข้ันตอนท่ี 1 กำหนด loop invariant ใหเปน คำสั่งท่ีวา 

(S1) กอนจะรันลูป i ใดๆ คา sum จะตองเทากับผลรวมของตัวเลขในอาเรย A ตั้งแตตัวท่ี 1 ถึง i-1   

 

ข้ันตอนท่ี 2 initialization ตรวจสอบวากอนจะรันลูปแรก ประโยค (S1)  loop invariant นั้นเปนจริง 

 ซึ่งประโยค (S1) บอกวา  

 กอนจะรันลูป i ใดๆ คา sum จะตองเทากับผลรวมของตัวเลขในอาเรย A ตั้งแตตัวท่ี 1 ถึง i-1 

ก็แทนคาประโยค (S1) ไดวา 

 (S2) กอนจะรันลูป 1 คา sum จะตองเทากับผลรวมของตัวเลขในอาเรย A ตั้งแตตัวท่ี 1 ถึง 1-1  

ซึ่ง อาเรยตัวที่ 1 ถึง 0 ไมมี ดังนั้นก็ถือวา ไมตองหาผลรวมในอาเรย A  

ทีนี้เราก็มาพิสูจนประโยค (S2) กันวาเปนจริงหรือไม 

เราก็ไปดูโคด บรรทัดกอนเขาลูป (ซึ่งมีแคบรรทัดแรก) พบวา sum=0   ก็ทำใหประโยค (S2) เปนจรงิ 

ข้ันตอนท่ี 3 maintenance ตรวจสอบวา ถาประโยค (S1) นั้นเปนจริง กอนที่จะรันลูปรอบที่ i  แลว ประโยค 

(S1) นั้น จะตองเปนจริง  กอนที่จะรันลูปรอบที่ i+1 

sum = 0 

for  i=1 to length[A] 

 sum = sum + A[i] 







1

1

][
i

m

mAsum
A loop invariant is   

before running loop i ,  
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ซึ่งประโยค (S1) บอกวา  

 กอนจะรันลูป i ใดๆ คา sum จะตองเทากับผลรวมของตัวเลขในอาเรย A ตั้งแตตัวที่ 1 ถึง i-1 

ก็แทนคาประโยค (S1) เพ่ือทำการพิสูจนไดวา 

 (S3) ถา กอนจะรันลูป i คา sum เทากับผลรวมของตัวเลขในอาเรย A ตั้งแตตัวท่ี 1 ถึง i -1   

 แลว กอนจะรันลูป i+1 คา sum ตองเทากับผลรวมของตัวเลขในอาเรย A ตั้งแตตัวที่ 1 ถึง i  

ทีนี้เราก็มาทำการพิสูจนประโยค (S3) กันวาเปนจริงหรือไม 

เราก็ไปดูโคดในลูป (บรรทัดที่ 2-3)  

จะเห็นวา หลังรันลูป คาผลรวมตัวเลข จะถูกเพ่ิมคา ดวยตัวเลขตัวที่ i ในอาเรย A 

ดังนั้น ถากอนรันลูป i คา sum เทากับผลรวมเลขในอาเรย A ตัวที่ 1 ถึง i - 1   

    ( sum = A[1]+A[2]+…+A[i-1] ) 

แลวหลังรันลูป i คา sum จะตองเทากับ  ผลรวมเลขในอาเรย A ตัวที่ 1 ถึง i - 1  บวกกับ ตัวที่ i   

   (sum = A[1]+A[2]+…+A[i-1]+A[i] ) 

จากโคดจะเห็นวา หลังรันลูป i ก็คือ กอนรันลูป i+1  

ดังนั้นจะเห็นวาเราพิสูจนแลววา ประโยค (S3) เปนจริง  

ข้ันตอนที่ 4 termination ตรวจสอบวา เมื่อหยุดการทำซ้ำแลว ประโยค (S1) ชวยใหเห็นวาอัลกอริทึมนั้นถูกตอง 

ซึ่งประโยค (S1) บอกวา  

 กอนจะรันลูป i ใดๆ คา sum จะตองเทากับผลรวมของตัวเลขในอาเรย A ตั้งแตตัวที่ 1 ถึง i-1 

ก็แทนคาประโยค (S1) เพ่ือทำการพิสูจนไดวา 

(S4) กอนจะรันลูป n+1 คา sum จะตองเทากับผลรวมของตัวเลขในอาเรย A ตั้งแตตัวท่ี 1 ถึง n เมื่อ n คือ

ขนาดของอาเรย 

ซึ่ง ประโยคนี้ สามารถใชการพิสูจนของขั้นตอนที่ 3 ไดเลย เพราะ ในประโยค (S3) เราแสดงใหเห็นวา   
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 ถา กอนจะรันลูป i คา sum เทากับผลรวมของตัวเลขในอาเรย A ตั้งแตตัวที่ 1 ถึง i -1   

 แลว กอนจะรันลูป i+1 คา sum ตองเทากับผลรวมของตัวเลขในอาเรย A ตั้งแตตัวท่ี 1 ถึง i 

ดังนั้น เพียงแคแทน i ดวย n เมื่อ n คือขนาดของอาเรย จะไดวา  

กอนจะรันลูปรอบที่ n+1 คา sum จะเทากับผลรวมของตัวเลขในอาเรย A ตั้งแตตัวที่ 1 ถึง n  

ก็จะเห็นวาเราพิสูจนแลววา (S4) เปนจริง 

ซึ่ง ตัวเลขมี n ตัวก็แปลวามีลูป n รอบ กอนจะรันลูปรอบที่ n+1 ก็คือหลังการรันลูปรอบท่ี n นั่นเอง 

แปลวาเรารันจนครบทุกลูปแลว  ทำใหเห็นวา เมื่อเรารันครบทุกลูปแลว คา sum เทากับผลรวมของตัวเลขใน

อาเรย A ตั้งแตตวัที่ 1 ถึง n  ซึ่งก็คือ เอาพุตของโจทยท่ีเราตองการ

 

ลำดับการพิสูจนความถูกตองของอัลกอริทึมดวยเทคนิค loop invariants ของตัวอยางที่ 2 แสดงดังภาพท่ี 4 

ภาพท่ี 4 

A loop invariant is   

before running at loop i ,  





1

1

][
i

m

mAsum

Initialization: at loop 1, sum = 0 (True!!) 

Maintenance:  

 If at  before running loop i , sum = A[1]+A[2]+…+A[i-1] 

 then after  running loop i , sum = A[1]+A[2]+…+A[i-1]+A[i] 

 Hence, before running loop i+1 , sum = A[1]+A[2]+…+A[i-1]+A[i] (True!!) 

Termination: 

 Goal(output of program) =>  

  

 At start of running at loop n+1, sum = A[1]+A[2]+…+A[n-1]+A[n] (True!!) 





n

i

iAsum
1

][
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เพ่ือความเขาใจเพ่ิมเติม การแสดงตัวอยางการแปลี่ยนแปลงของตัวแปร ในอัลกอริทึมหาคาผลรวม นั้นแสดง

ดังตอไปนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

sum = 0 

for  i=1 to length[A] 

 sum = sum + A[i] 

Maintenance:  If sum (before) = sum from 1 to i-1 then 

sum(before next iter) = sum from 1 to i-1 +1    

Input = [9,5,7,4,2] 

Termination: sum from 1 to n 

sum =  0+9+5+7+4+2  
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แบบฝกหัด 

1. ทำการวิเคราะหวาอัลกอริทึมที่ใหตอไปนี้ถูกตองหรือไม หากตองการแกปญหาโจทยเพื่อทำการคำนวณการ

แปลงคาอินพุตจากหนวยองศาเปนหนวยเรเดียน 

a) 

 

b) 

 

c) 

 

d) 
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2. ทำการวิเคราะหความถูกตองของอัลกอริทึมท่ีทำการหาคาตัวเลขที่มากที่สุดในอาเรย หากกำหนดอัลกอริทึมให

ดังตอไปนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

max = A[1] 

for  i=2 to length[A] 

 if max < A[i] 

  max = A[i] 
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บทที่ ๒ การเรียงลำดับขอมูลแบบแทรก ( insertion sort ) 

อัลกอริทึมการเรียงลำดับขอมูลแบบแทรกนั้น มีแนวคิดคลายๆกับการเรียงไพ แสดงดังรูปภาพท่ี5 

 

ภาพท่ี 5 

จะเห็นวา ไพถูกแบงเปน ไพที่เรียงแลวในมือ กับไพใบใหม ที่เรามีหนาที่จะตองหาตำแหนงแทรกใหไพใบใหมใน

การเรียงลำดับขอมูลแบบแทรกก็ใชหลักการเดียวกัน คือแบงขอมูล เปนขอมูลที่เรียงลำดับแลว กับขอมูลใหมแลว

นำขอมูลใหม เปรียบเทียบกับขอมูลที่เรียงลำดับแลวทีละตัว หากขอมูล(ที่เรียงลำดับแลว) ตัวที่เปรียบเทียบอยูมีคา

มากกวา ขอมูลใหม เราก็จะเลือกขอมูลตัวถัดไปมาเปรียบเทียบแทน ก็จะคลายกับการขยับไพในมือเพื่อหาชองวาง

ใหไพใบใหมดังรูปภาพท่ี 6 

 

ภาพท่ี 6 

Sorted cards 
New card  

5 6 7 8 9 … 3 

4 9 Key 

=7 

8 
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ซึ่งอัลกอริทึมนี้สามารถเขียนเปน pseudo code ไดดังนี้ 

 

 

ตัวอยางที่ 3 จงเรียงขอมูลดวย insertion sort เมื่อกำหนดใหอาเรยมีขอมูลเริ่มตนดังนี้ 5, 2, 4, 6, 1, 3 

วิธีทำ 

1. เริ่มตนครั้งแรกกำหนดให key คือคาในอาเรยตำแหนงที่ 2 เสมอ 

2. ให i = 1 นำคาในอาเรยตำแหนงที่ i มาเปรียบเทียบกับ key  

3. ถาหาก คาในอาเรยตำแหนง i มีคามากกวา key  ใหทำการคดัลอกคาที่ตำแหนง i ไปไวที่ตำแหนงถัดไป (i+1) 

4. แลวทำการเลื่อนตำแหนง i ไปทางซาย (ลดคา i ลง 1 คา)  

5. ทำซ้ำ ขอ 3  และขอ 4  จนกระทั่ง i=0 (เปรียบเทยีบครบทุกตัวแลว) หรือ  

   พบวา คาในอาเรยตำแหนง i มีคานอยกวา key    

ใหอาเรยตำแหนงที่ i+1 มีคาเทากับ key (เปนการแทรกขอมูล) 

ตัวอยางลำดับขั้นตอนแสดงดังภาพท่ี 7 

for j=2 to length[A] 

 do key = A[ j ] 

 insert A[ j ] into the sorted sequence A[1 … j-1] 

 i = j - 1 

 while i > 0 and A[ i ] > key 

  do A[i+1] = A[ i ] 

  i = i - 1 

 A[i+1]=key 
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2 4 1 

Key 

=2

6 5 3 

j = 2 i=1 

input 

4 1 6 5 3 2 

A[i] = 5 > key = 2 

4 1 6 3 5 

4 1 6 2 3 5 i=0 

A[i+1]= key 

A[i+1] = A[i] 

Key 

=4

j = 3 i=2 1 6 2 3 

A[i] = 5 > key = 4 ? 

1 6 2 3 

1 6 2 3 4 

A[i+1]= key 

A[i+1] = A[i] 

5 

i=1 

4 

5 

A[i] = 2 > key = 4 ? (False) 

5 
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Key j = 4 i=3 1 2 3 

A[i] = 5 > key = 6 ? (False) 

1 2 3 4 

A[i+1] = A[i] 

4 

5 

5 6 

6 

Key 

=1

j = 5 i=4 2 3 

A[i] = 6 > key = 1 

2 3 4 

A[i+1] = A[i] 

4 

i=3 

5 

A[i] = 5 > key = 1 

5 6 1 

6 

2 3 4 

A[i+1] = A[i] 

i=2 A[i] = 4 > key = 1 

5 6 

2 3 

A[i+1] = A[i] 

4 5 6 
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ภาพท่ี 7 

Key 

=1

j = 5 i=1 

A[i] = 2 > key = 1 

3 2 

A[i+1] = A[i] 

i=0 

4 5 6 

1 3 2 

A[i+1] = key 

4 5 6 

2 3 4 4 5 6 

Key 

=3

j = 6 i=5 

A[i] = 6 > key = 3 

1 6 2 

A[i+1] = A[i] 

i=3 

4 5 

A[i+1] = key 

1 2 4 5 6 3 

A[i] = 5 > key = 3 

1 6 2 

A[i+1] = A[i] 

4 5 

i=4 

A[i] = 4 > key = 3 

1 6 2 

A[i+1] = A[i] 

4 5 

i=2 A[i] = 2 > key = 3 ? (False) 

1 6 2 3 4 5 
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แบบฝกหัด 

1. จงแสดงวิธีการเรียงลำดับขอมูลดวยวิธี insertion sort เมื่อกำหนดขอมูลใหคือ 9, 5, 7, 4, 2 เรียงลำดับจาก

นอยไปมาก 

2. จงแสดงวิธีการเรียงลำดับขอมูลดวยวิธี insertion sort เมื่อกำหนดขอมูลใหคือ 2, 1, 0, 1, 2, 5, 6, 2    

เรียงลำดับจากนอยไปมาก 
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บทที่ ๓ การเรียงลำดับขอมูลแบบผสาน ( merge sort ) 

หลกัการของการเรียงลำดับขอมูลแบบ merge sort นี้ใชหลักการเรื่องการแบงแยกและเอาชนะ (divide and 

conquer) เขามาชวยในการเรียงลำดับขอมูล  โดยที่หลักการคือ จะแบงกลุมขอมูลออกเปนขอมูลที่เรียงลำดับ

เรียบรอยแลว จำนวน 2 กลุม แลวนำขอมูลจากทั้งสองกลุมมาเปรียบเทียบกันทีละคู ถาพบวาขอมูลตัวไหนนอย

กวา ก็จะนำเอาไปเก็บไวในชุดขอมูลที่เปนเอาพุตของอัลกอริทึม 

ตัวอยางของแนวคิดของการเรียงลำดับขอมูลแบบผสาน โดยเปรียบเทียบตัวอยางกับไพ แสดงใหเห็นดัง ภาพท่ี 8  

 

 

 

Sorted 

pills 

Sorted 

pills 

Sorted 

piles 

Sorted 

piles 

< 
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ภาพท่ี 8 

อัลกอริทึมการเรียงลำดับขอมูลแบบผสาน มีขั้นตอนหลักๆ 3 ข้ันตอน สรุปไดดงันี้ 

1. ทำการแบงอาเรยที่มีขนาด n ตัวออกเปนอาเรย 2 อันที่มีขนาด n/2 

2. ทำการเรียงอาเรยยอย(ที่แบงออกมา) ทั้ง 2 อาเรย โดยใชวิธีการ merge sort  

3. ทำการผสานอาเรยทั้ง 2 อาเรยที่เรียงเรียบรอยแลว เพ่ือสรางเปนอาเรยคำตอบ  

ซึ่งอัลกอริทึมการเรียงขอมูลแบบผสานนั้นสามารถเขียนเปน pseudo code ไดดังนี้ 

Psudocode: merge-sort (A,p,r) 

 

 

ซึ่งอัลกอริทึมฟงกชัน merge สามารถเขียนเปน pseudo code ไดดังนี้ 

 

Sorted 

piles 

Sorted 

piles 

Output 

piles 

If p < r  

 then q = L(p+r)/2 

  merge-sort(A, p, q) 

  merge-sort(A, q+1, r) 

  merge(A, p, q, r) 
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Psudocode: merge(A,p,q,r) 

 

 

 

 

N1 = q – p + 1  

N2 = r – q 

Create arrays L[1..N1+1] and R[1…N2+1] 

For i = 1 to N1 

 do L[i]  = A[ p + i -1] 

For j = 1 to N2 

 do R[j] = A[q + j] 

L[N1+1] =  

R[N2+1] =  

i = 1 

j = 1  

For k=p to r 

 do if L[ i ] <= R[ j ] 

  then A[k] = L[ i ] 

   i = i+1 

  else A[k] = R[ j ] 

   j = j+1 
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ภาพท่ี 9 แสดงตัวอยางการทำงานของอัลกอริทึมฟงกชัน merge  โดยสมมติใหมีอาเรยที่ยังไมไดเรียงขอมูล เปน

อาเรยขนาด 8 ตัว ดังนั้นจะเริ่มจากการแบงอาเรยออกเปน 2 อาเรยที่มีขนาดอันละ 4 ตัว แลวนำอาเรยยอย (ที่มี

ขนาด 4 ตัว) นำไปเรียงลำดับขอมูล โดยใชอัลกอริทึมฟงกชัน merge  

 

 

 

 

4 5 1 7 2 2 3 6 … … 

4 5 1 7 2 2 3 6 L R 

i j 

K 

 

4 5 1 7 1 2 3 6 … … 

4 5 1 7 2 2 3 6 L R 

i j 

K 

 

1 < 2 
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4 5 1 7 1 2 3 6 … … 

4 5 1 7 2 2 3 6 L R 

i j 

K 

 

2 5 1 7 1 2 3 6 … … 

4 5 1 7 2 2 3 6 L R 

i j 

K 

 

2 <= 2 

2 5 1 7 1 2 3 6 … … 

4 5 1 7 2 2 3 6 L R 

i j 

K 

 

2 2 1 7 1 2 3 6 … … 

4 5 1 7 2 2 3 6 L R 

i j 

K 

 

2 < 4 
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2 2 1 7 1 2 3 6 … … 

4 5 1 7 2 2 3 6 L R 

i j 

K 

 

2 2 1 3 1 2 3 6 … … 

4 5 1 7 2 2 3 6 L R 

i j 

K 

 
3 < 4 

2 2 1 3 1 2 3 6 … … 

4 5 1 7 2 2 3 6 L R 

i j 

K 

 

2 2 4 3 1 2 3 6 … … 

4 5 1 7 2 2 3 6 L R 

i j 

K 

 
4 < 6 
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2 2 4 3 1 2 3 6 … … 

4 5 1 7 2 2 3 6 L R 

i j 

K 

 

2 2 4 3 1 5 3 6 … … 

4 5 1 7 2 2 3 6 L R 

i j 

K 

 
5 < 6 

2 2 4 3 1 5 3 6 … … 

4 5 1 7 2 2 3 6 L R 

i j 

K 

 

2 2 4 3 1 5 6 6 … … 

4 5 1 7 2 2 3 6 L R 

i j 

K 

 
6 < 7 
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ภาพท่ี 9 

ตัวอยางที่ 4  กำหนดอาเรยขนาด 8 มีขอมูล คือ 5, 2, 4, 7, 1, 3, 2, 6 จงแสดงการทำงานของอัลกอริทมึ merge 

sort เพ่ือใชในการเรียงลำดับขอมูล 

วิธีทำ 

1. เริ่มตนแบงอาเรยจากขนาด 8 ออกเปนอาเรยขนาด 4 ตัวจำนวน 2 กลุม 

2. นำอาเรยยอยที่มีขนาด 4 มาแบงขนาดอีกครั้ง ไดเปนอาเรยขนาด 2 ตัวจำนวน 2 กลุม  

เนื่องจากมอีาเรยยอยขนาด 4 ตัวสองกลุม ดังนั้นทั้งหมด เราจะไดอาเรยขนาด 2 ตัวจำนวน 4 กลุม 

2 2 4 3 1 5 6 6 … … 

4 5 1 7 2 2 3 6 L R 

i j 

K 

 

2 2 4 3 1 5 6 7 … … 

4 5 1 7 2 2 3 6 L R 

i j 

K 

 

7 <  

2 2 4 3 1 5 6 7 … … 

4 5 1 7 2 2 3 6 L R 

i j 

K 
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3. นำอาเรยยอยที่มีขนาด 2 ตัว มาแบงขนาดอีกครั้ง ไดเปนอาเรยขนาด 1 ตัวจำนวน 2 กลุม 

เนื่องจากมอีาเรยยอยขนาด 2 ตัวสี่กลุม ดังนั้นทั้งหมด เราจะไดอาเรยขนาด 1 ตัวจำนวน 8 กลุม 

4. ทำการเรียงขอมูลและผสานอาเรยยอย โดยใชฟงกชัน merge เริ่มจาก ผสาน อาเรยขนาด 1 ตัว ทีละสองกลุม 

ดังนั้นผลลัพธทั้งหมด จะไดอาเรยที่เรียงลำดับขอมูลแลว เปนอาเรยขนาด 2 ตัว จำนวน 4 กลุม 

5. ทำการเรียงขอมูลและผสานอาเรยยอย โดยใชฟงกชัน merge ผสาน อาเรยขนาด 2 ตัว ทีละสองกลุม ดังนั้น

ผลลัพธทั้งหมด จะไดอาเรยที่เรียงลำดับขอมูลแลว เปนอาเรยขนาด 4 ตัว จำนวน 2 กลุม 

6. ทำการเรียงขอมูลและผสานอาเรยยอย โดยใชฟงกชัน merge ผสาน อาเรยขนาด 4 ตัว สองกลุม ดังนั้นผลลัพธ

ทั้งหมด จะไดอาเรยที่เรียงลำดับขอมูลแลว เปนอาเรยขนาด 8 ตัว เปนคำตอบ 

ภาพตอไปนี้แสดงลำดับการเรียกใชอัลกอริทึม merge-sort เพ่ือแบงอาเรยและเรียงลำดับขอมูล 

 

ภาพตอไปนี้แสดงลำดับการเรียกใชอัลกอริทึมฟงกชัน merge เพ่ือเรียงลำดับขอมูลและผสานอาเรย 

2 4 1 7 5 3 2 6 

2 4 1 7 5 3 2 6 L R 

Merge-sort(A,1,8) 

2 4 7 5 

Merge-sort(A,1,4) 

1 3 2 6 

Merge-sort(A,5,8) 

2 4 7 5 1 3 2 6 

Merge-

sort(A,1,2) 

Merge-

sort(A,3,4) 

Merge-

sort(A,5,6) 

Merge-

sort(A,7,8) 
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ดังนั้นโดยสรุปจะไดแผนภาพแสดงขั้นตอนการเรียงลำดับขอมูลแบบผสาน ดังนี้ 

2 4 1 7 5 3 2 6 

2 4 1 7 5 3 2 6 L R 

Merge-sort(A,1,8) 

2 4 7 5 

Merge-

sort(A,1,4) 

1 3 2 6 

Merge-

sort(A,5,8) 

2 4 7 5 1 3 2 6 

Merge-

sort(A,1,2) 

Merge-

sort(A,3,4) 

Merge-

sort(A,5,6) 

Merge-

sort(A,7,8) 

Merge 

(A,1,4,8) 

Merge 

(A,1,2,4) 

Merge 

(A,5,6,8) 

Merge 

(A,1,1,2) 

Merge 

(A,3,3,4) 

Merge 

(A,5,5,6) 
Merge 

(A,7,7,8) 
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แบบฝกหัด 

1. จงแสดงวิธีการเรียงลำดับขอมูลในอาเรยขนาด 6 ตัว ที่มีขอมูลคือ 9, 5, 7, 4, 2, 8 เรยีงลำดับจากนอยไปมาก 

2. จงแสดงวิธีการเรียงลำดับขอมูลในอาเรยขนาด 8 ตัว ที่มีขอมูลคือรหัสนิสิต เรียงลำดับจากนอยไปมาก 
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บทที่ ๔ วิเคราะหประสิทธิภาพของอัลกอริทึมการเรียงลำดับขอมูลแบบแทรก 

ดังที่อธิบายไวในบทท่ี 1 เกี่ยวกับการวิเคราะหประสิทธิภาพของอัลกอริทมึ ซึ่งจะมีการวิเคราะหสองดานดวยกันคือ 

ความถูกตองของอัลกอริทึม และเวลาที่ใชในการประมวลผลของอัลกอริทึม 

 ขั้นแรกเราจะทำการวิเคราะหความถูกตองของอัลกอริทึมการเรียงลำดับขอมูลแบบแทรก (insertion sort) โดยใช

เทคนิค loop invariants  

จากอัลกอริทึมของ insertion sort คือ 

 

จะสามารถวิเคราะหความถูกตองของอัลกอริทึมดวยเทคนิค loop invariants ไดตามข้ันตอน ดังนี้ 

1. ทำการกำหนดประโยค loop invariant ไดคือ 

กอนที่จะรันลูปรอบที่ j ใดๆ อาเรย A ตัวท่ี 1 ถึง j-1 เปนตัวเลขที่เรียงลำดับกันเรียบรอยแลว  

2. ขั้นตอน initialization   

 พิสูจนวา กอนที่จะรันลูปรอบที่ j=2 ตัวเลขในอาเรย A ตั้งแตตัวที่ 1 ถึง 2-1 เปนเลขที่เรียงลำดับ

เรียบรอยแลว  

เนื่องจาก A[1..1] คือ A[1] มีเลขตัวเดียวถือวาเรียงลำดับเรียบรอย ขอพิสูจนเปนจริง 

for j=2 to length[A] 

 do key = A[ j ] 

 insert A[ j ] into the sorted sequence A[1 … j-1] 

 i = j - 1 

 while i > 0 and A[ i ] > key 

  do A[i+1] = A[ i ] 

  i = i - 1 

 A[i+1]=key 
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3. ขั้นตอน maintenance 

 พิสูจนวา ถากอนที่จะรันลูปรอบที่ j ใดๆ อาเรย A ตัวที่ 1 ถึง j-1 เปนตัวเลขที่เรียงลำดับกันเรียบรอย 

แลว กอนที่จะรันลูปรอบที่ j+1 อาเรย A ตัวที่ 1 ถึง j เปนตัวเลขที่เรียงลำดับกันเรียบรอย  

เมื่อตรวจสอบที่อัลกอริทึม หลังรันรอบที่ j  จะพบวา  

ถาหาก A[ i ] > A[ j ]  เมื่อ i < j แลวจะทำการแทรก A[ j ] ไวที่ตำแหนงกอน i ก็จะทำใหอาเรยเรียงลำดับดังนี้ 

A[1…i-1] < A[ j ] < A[ i ]  ซึ่งเราตั้งสมมติฐานแลววา A[1…i-1] เรียงลำดับกันเรียบรอย ดังนั้นจะเห็นวา A[ 1…i ]  

เรียงลำดับกันเรียบรอย 

สำหรับการแทรกอาเรย A[ j ] เมื่อไหรก็ตามที่เราพบวา A[ i ] > A[ j ]  ซึ่ง i < j ดวยอัลกอริทึมบรรทัดที่ A[i+1] 

= A[ j ] ก็จะทำใหแทรกได แตถาหาก A[ i ] <= A[ j ] ซึ่ง i < j  ดวยอัลกอริทึมบรรทัดที่ A[i+1] = A[ j ] ก็จะทำ

ใหอาเรยเรียงลำดับดังนี้ A[1…i-1] < A[ i ] < A[ j ] 

ดังนั้นจะเห็นวาพิสูจนไดวา กอนจะรันลูปรอบที่ j+1 อาเรยตัวที่ 1 ถึง j เปนตัวเลขที่เรียงลำดับกันเรียบรอย 

4. ขั้นตอน termination 

พิสูจนวา หลังจากจบลูป อาเรยทั้งหมดเรียงลำดับกันเรียบรอย 

ดังนั้นเราสามารถใชบทพิสูจนไดวา  

กอนที่จะรันลูปรอบที่ n+1 ใดๆ อาเรย A ตัวท่ี 1 ถึง n เปนตัวเลขที่เรียงลำดับกันเรียบรอย 

อางอิงจากขั้นตอน maintenance ก็จะพบวา เราไดพิสูจนไวแลววา ขอความขางตนเปนจริง 

จบการพิสูจน ดังนั้น อัลกอริทึมนี้ถูกตอง 
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สรุปข้ันตอนทั้งหมดไดดังภาพตอไปนี้

 

ตอไปเราจะทำการวิเคราะหเวลาที่ใชในการประมวลผล ( running time ) ของอัลกอริทึม insertion sort 

ซึ่งมีข้ันตอนดังนี้ 

1. ทำการกำหนดชื่อใหแก pseudo code แตละบรรทัดของอัลกอริทึม (เอาไวใชกำหนดเปนชื่อตัวแปรของคาคงที่ 

ในการคำนวณ ) 

2. ทำการคำนวณเวลาที่ใชในการประมวลผลของโคดแตละบรรทัด โดยเทคนคิการเติบโตของฟงกชัน (growth of 

function) - หาก เปนเพียงโคดท่ีไมไดอยูในลูป ก็ใช growth of function คือ คาคงที่ 

 - หากเปนโคดที่อยูในลูป ก็ใช growth of function ที่เทากับขนาดของอินพุต (นับวาอยางมากสุดตองวน

ลูปกี่รอบ) 

loop invariant = before running loop j, all elements in A[ 1 … j – 1] are in sorted 

order. 

Initialization:  

Before running loop 2 , all elements in = A[1…1] are sorted. (True!!) 

Maintenance: 

If before running loop j , all elements in = A[1… j-1 ] are sorted.  

then   after running loop j, if A[i] > A[j] for i < j then A[j] will be inserted before position i 

   and A[1…i-1] are sorted where  A[1…i-1] < A[j] < A[i] .    

               when we found A[i] > A[ j ]  for i< j then A[i+1] = A[ j ]  where 

    A[1…i] are sorted. Hence A[1…j ] are sorted. 

Hence before running loop j+1, A[1…j ] are sorted. (True!!) 

Termination: at starting of loop n+1, A[1…n] are sorted (True!!) 
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3. วิเคราะหหาขอบเขตของเวลาที่ตองการใชประมวลผลมากที่สุด โดยนำคาคงที่ในขอ 1 คูณกับเวลาในขอ 2 หา

ผลรวมของทั้งหมด จะไดเวลาที่คาดวาตองใชในการคำนวณอัลกอริทมึนี้ 

ดังนั้นขั้นตอน การวิเคราะห running time ของอัลกอริทึม insertion sort จะเปนดังตอไปนี้ 

 

for j=2 to length[A] 

 do key = A[ j ] 

 insert A[ j ] into the sorted sequence A[1 … j-1] 

 i = j - 1 

 while i > 0 and A[ i ] > key 

  do A[i+1] = A[ i ] 

  i = i – 1 

 A[i+1]=key 

Times 

n 
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เร่ิมจาก 2 ถึง n แสดงวาลูปนี้รัน n-1 รอบ  

บวกเพิ่มอีก 1 ตอนที่ตองเช็คเง่ือนไขจะเขา

ลูปรอบสุดทาย 

n is the size of 

input 
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for j=2 to length[A] 

 do key = A[ j ] 

 insert A[ j ] into the sorted sequence A[1 … j-1] 

 i = j - 1 

 while i > 0 and A[ i ] > key 

  do A[i+1] = A[ i ] 

  i = i – 1 

 A[i+1]=key 

Times 
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เร่ิมจาก 2 ถึง n แสดงวาลูปน้ีรัน 

n-1 รอบ  

บวกเพิ่มอีก 1 ตอนที่ตองเช็ค

เงื่อนไขจะเขาลูปรอบสุดทาย 
อยูในลปูแลว(ซ่ึงลูปรัน n-1 

รอบ) ดังนั้น บรรทัดนี้จะ

รัน n-1 รอบ 

n is the size of 

input 
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for j=2 to length[A] 

 do key = A[ j ] 

 insert A[ j ] into the sorted sequence A[1 … j-1] 

 i = j - 1 

 while i > 0 and A[ i ] > key 

  do A[i+1] = A[ i ] 

  i = i – 1 

 A[i+1]=key 

Times 

n 
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ในโคดจริงบรรทัดนี้ไมไดทำงานอะไร cost 

= 0 และโคดนี้อยูในลูปที่รัน n-1 รอบ  

เร่ิมจาก 2 ถึง n แสดงวาลูปนี้รัน n-1 รอบ  

บวกเพิ่มอีก 1 ตอนที่ตองเช็คเง่ือนไขจะเขา

ลูปรอบสุดทาย 

n is the size of 

input 
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for j=2 to length[A] 

 do key = A[ j ] 

 insert A[ j ] into the sorted sequence A[1 … j-1] 

 i = j - 1 

 while i > 0 and A[ i ] > key 

  do A[i+1] = A[ i ] 

  i = i – 1 

 A[i+1]=key 

Times 
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อยูในลูปแลว(ซึ่งลูปรัน n-1 

รอบ) ดังนั้น บรรทัดนี้จะรัน n-

1 รอบ 

เร่ิมจาก 2 ถึง n แสดงวาลูปนี้รัน n-1 รอบ  

บวกเพิ่มอีก 1 ตอนที่ตองเช็คเง่ือนไขจะเขา

ลูปรอบสุดทาย 

n is the size of 

input 
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for j=2 to length[A] 

 do key = A[ j ] 

 insert A[ j ] into the sorted sequence A[1 … j-1] 

 i = j - 1 

 while i > 0 and A[ i ] > key 

  do A[i+1] = A[ i ] 

  i = i – 1 

 A[i+1]=key 

Times 
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กรณีท่ีดีท่ีสุดคือ A[i] < key 

ตลอด ดังนั้น จะรันท้ังหมด n-

1 รอบ 

กรณีท่ีแยท่ีสุดคือ A[i] > key ตลอด ดังนั้น ทุกๆคร้ังจะตอง

รนั เรียงเลขใหมหมด 

เชน สมมติ i = 3 ดังนั้น ก็จะตองเทียบ A[i] กับ key 

ทั้งหมด 3 รอบ เพราะวามากกวา key ทุกตัว 

เพราะเราไมรูวาจะถูกรันกี่รอบกัน

แน (เปนไดทั้งกรณีที่แยสุด และดี

สุด หรือกรณีอื่นๆ) เราจึงใหเวลาใน

การรัน ของรอบที ่j ใดๆ เปน tj 

n is the size of input 
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for j=2 to length[A] 

 do key = A[ j ] 

 insert A[ j ] into the sorted sequence A[1 … j-1] 

 i = j - 1 

 while i > 0 and A[ i ] > key 

  do A[i+1] = A[ i ] 

  i = i – 1 

 A[i+1]=key 
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การสลับตัวเลขนี้จะเกิดข้ึน

ภายในลูปของ จำนวน tj รอบ 

ดังนั้นจึงมีคา เปน tj-1 n is the size of 

input 
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for j=2 to length[A] 

 do key = A[ j ] 

 insert A[ j ] into the sorted sequence A[1 … j-1] 

 i = j - 1 

 while i > 0 and A[ i ] > key 

  do A[i+1] = A[ i ] 

  i = i – 1 

 A[i+1]=key 
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โคดนี้จะเกิดขึ้นภายในลูป

ของ จำนวน tj รอบ ดังนั้น

จึงมีคา เปน tj-1 n is the size of 

input 
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ดังนั้น running time ของอัลกอริทึม insertion sort จะเปนดังสมการตอไปนี้ 

 

𝑇(𝑛) = 𝑐 𝑛 + 𝑐 (𝑛 − 1) + 𝑐 (𝑛 − 1) + 𝑐 (𝑛 − 1) + 𝑐 (𝑛 − 1) 

𝑇(𝑛) = (𝑐 + 𝑐 + 𝑐 + 𝑐 + 𝑐 )𝑛 − (𝑐 + 𝑐 + 𝑐 + 𝑐 )  

ในกรณีที่ดีที่สุด best case (คือขอมูลตัวเลขในอินพุตเรียงกันจากนอยไปมากอยูแลว) จะเปน 

 

 

 

 

 

for j=2 to length[A] 

 do key = A[ j ] 

 insert A[ j ] into the sorted sequence A[1 … j-1] 

 i = j - 1 

 while i > 0 and A[ i ] > key 

  do A[i+1] = A[ i ] 

  i = i – 1 

 A[i+1]=key 
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โคดนี้จะเกิดขึ้นภายในลูป 

2 ถงึ n-1 ดงันั้นจึงมี

จำนวนรอบเปน n-1 

n is the size of 

input 
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กรณีที่แยที่สุด worst case (คือขอมูลตัวเลขในอินพุตเรียงกันจากมากไปหานอย) จะเปน 

 

 

หมายเหตุ 

 

 

 

จะเห็นวาในกรณี best case ของ insertion sort จะใชเวลาเปน linear function of n 

ในขณะที่ worst case จะใชเวลาถึง quadratic function of n 
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บทที่ ๕ วิเคราะหประสิทธิภาพของอัลกอริทึมการเรียงลำดับขอมูลแบบผสาน 

สำหรับการวิเคราะหประสิทธภาพของอัลกอริทึมการเรียงลำดับขอมูลแบบผสานนี้ เราจะเนนไปที่การวิเคราะห

อัลกอริทึมของฟงกชัน merge ที่เดียว เนื่องจากเปนฟงกชันที่มีการทำซ้ำ และเปนฟงกชันสำคัญ 

psuedo code ของอัลกอริทึมฟงกชัน merge(A,p,q,r) เปนดังนี้

 

N1 = q – p + 1  

N2 = r – q 

Create arrays L[1..N1+1] and R[1…N2+1] 

For i = 1 to N1 

 do L[i]  = A[ p + i -1] 

For j = 1 to N2 

 do R[j] = A[q + j] 

L[N1+1] =  

R[N2+1] =  

i = 1 

j = 1  

For k=p to r 

 do if L[ i ] <= R[ j ] 

  then A[k] = L[ i ] 

   i = i+1 

  else A[k] = R[ j ] 

   j = j+1 
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ขั้นแรกเราจะทำการวิเคราะหความถูกตองของอัลกอริทึมการเรียงลำดับขอมูลแบบผสาน (merge sort) โดยใช

เทคนิค loop invariants  ตามขั้นตอนดังนี้ 

before running loop k, all elements in A[ p … k – 1] contains k-p smallest number of L[1..N1+1] , 

R[1…N2+1]are in sorted order and, 

 L[i] , R[j] are the smallest number of their arrays that have never been copied into A.  

1. ทำการกำหนดประโยค loop invariant ไดคือ 

กอนที่จะรันลูปรอบที่ k ใดๆ เงื่อนไข 1) อาเรย A ตัวท่ี p ถึง k-1 จะมีตัวเลขที่นอยที่สุดจำนวน k-p ตัว 

ไดมาจากอาเรย L ตัวที่ 1 ถึง N1+1 และ อาเรย R ตัวที่ 1 ถึง N2+1  และเปนเปนตัวเลขที่เรียงลำดับกัน

เรียบรอยแลว  และ เงื่อนไข 2) อาเรย L ตำแหนงท่ี i กับ อาเรย R ตำแหนงที่ j เปนตัวเลขที่นอยที่สุดของอา

เรยของตัวเอง ซึ่งยังไมเคยถูกคัดลอกไปเปนคำตอบในอาเรย A เลย 

2. ขั้นตอน initialization   

 พิสูจนวา กอนที่จะรันลูปรอบที่ k=1 เงื่อนไข 1) อาเรย A ตัวที่ p ถึง 0 จะมีตัวเลขที่นอยที่สุดจำนวน 

1-p ตัว ไดมาจากอาเรย L ตัวท่ี 1 ถึง N1+1 และ อาเรย R ตัวที่ 1 ถึง N2+1  และเปนเปนตัวเลขที่

เรียงลำดับกันเรียบรอยแลว และเงื่อนไข 2) อาเรย L ตำแหนงท่ี i กับ อาเรย R ตำแหนงท่ี j เปนตัวเลขที่นอย

ที่สุดของอาเรยของตัวเอง ซึ่งยังไมเคยถูกคัดลอกไปเปนคำตอบในอาเรย A เลย 

จากอัลกอริทึม พิสูจนเงื่อนไขที่ 1) กอนจะรันลูปรอบแรก k=p ดังนั้น อาเรย A ตัวที่ p ถึง 0 มันไมมี จึงถือวา 

A[p...k-1] เรียงลำดับเรียบรอยแลว  

พิสูจนเงื่อนไขที่ 2) i = j = 1 ดังนั้น ขนาดของอาเรย L, R มีตัวเลขในอาเรยแค 1 จำนวน จึงเปนเลขที่นอยที่สุด 

3. ขั้นตอน maintenance 

 พิสูจนวา ถากอนท่ีจะรันลูปรอบที่ k ใดๆ เง่ือนไข 1) อาเรย A ตัวท่ี p ถึง k-1 จะมีตัวเลขที่นอยที่สุด

จำนวน k-p ตัว ไดมาจากอาเรย L ตัวที่ 1 ถึง N1+1 และ อาเรย R ตัวที่ 1 ถึง N2+1  และเปนเปนตัวเลขที่

เรียงลำดับกันเรียบรอยแลว  และ เงื่อนไข 2) อาเรย L ตำแหนงท่ี i กับ อาเรย R ตำแหนงท่ี j เปนตัวเลขที่

นอยท่ีสุดของอาเรยของตัวเอง ซึ่งยังไมเคยถูกคัดลอกไปเปนคำตอบในอาเรย A เลย 

แลว กอนที่จะรันลูปรอบที่ k+1 เงื่อนไข 1) อาเรย A ตัวที่ p ถึง k จะมีตัวเลขที่นอยที่สุดจำนวน k-p+1 ตัว 

ไดมาจากอาเรย L ตัวที่ 1 ถึง N1+1 และ อาเรย R ตัวที่ 1 ถึง N2+1  และเปนเปนตัวเลขที่เรียงลำดับกัน
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เรียบรอยแลว  และ เงื่อนไข 2) อาเรย L ตำแหนงท่ี i กับ อาเรย R ตำแหนงที่ j เปนตัวเลขที่นอยที่สุดของอา

เรยของตัวเอง ซึ่งยังไมเคยถูกคัดลอกไปเปนคำตอบในอาเรย A เลย 

จากอัลกอริทึม พิสูจนเงื่อนไขที่ 1) หลังรันรอบที่ k  จะพบวา  

i) ถาหาก L[ i ] < R[ j ]  แลว L[ i ] เปนคาที่นอยสุด และถูกคัดลอกไปไวในอาเรย A ตำแหนงท่ี k ซึ่งเรามี

สมมติฐานอยูวาอาเรย A ตำแหนง p ถึง k-1 ถูกเรียงเรียบรอยอยูแลว และมีเลขที่นอยสุดอยู k-p ตัว เมื่อคัดลอก

เพ่ิมไป ดังนั้น เราจะไดอาเรย A ที่มีตัวเลขที่นอยสุดจำนวน k-p+1 ตัว 

ii) ถาหาก L[ i ] > R[ j ] แลว R[ i ] เปนคาที่นอยสุด และถูกคัดลอกไปไวในอาเรย A ตำแหนงท่ี k ซึ่งเรามี

สมมติฐานอยูวาอาเรย A ตำแหนง p ถึง k-1 ถูกเรียงเรียบรอยอยูแลว และมีเลขที่นอยสุดอยู k-p ตัว เมื่อคัดลอก

เพ่ิมไป ดังนั้น เราจะไดอาเรย A ที่มีตัวเลขที่นอยสุดจำนวน k-p+1 ตัว 

ดังนั้นเงื่อนไขที่ 1 ) เปนจริง สวนเงื่อนไขที่ 2)  เปนจริงเนื่องจาก อาเรย L,R เปอาเรยที่เรียงอยูแลว ดังนั้น L[i], 

R[j] เปนตัวเลขที่นอยที่สุดของอาเรยตัวเอง และยังไมเคยถูกคัดลอกคำตอบ เพราะเมื่อถูกคัดลอกไปที่อาเรย A  คา

ตำแหนง i, j จะตองเลื่อนไปตัวถัดไป 

4. ขั้นตอน termination 

พิสูจนวา หลังจากจบลูป อาเรยทั้งหมดเรียงลำดับกันเรียบรอย 

ดังนั้นเราสามารถใชบทพิสูจนไดวา  

กอนที่จะรันลูปรอบที่ n+1 ใดๆ เงื่อนไข 1) อาเรย A ตัวท่ี p ถึง n จะมีตัวเลขที่นอยที่สุดจำนวน n-p+1 ตัว 

ไดมาจากอาเรย L ตัวที่ 1 ถึง N1+1 และ อาเรย R ตัวที่ 1 ถึง N2+1  และเปนเปนตัวเลขที่เรียงลำดับกัน

เรียบรอยแลว  และ เงื่อนไข 2) อาเรย L ตำแหนงท่ี i กับ อาเรย R ตำแหนงที่ j เปนตัวเลขที่นอยที่สุดของอา

เรยของตัวเอง ซึ่งยังไมเคยถูกคัดลอกไปเปนคำตอบในอาเรย A เลย 

อางอิงจากขั้นตอน maintenance ก็จะพบวา เราไดพิสูจนไวแลววา ขอความขางตนเปนจริง 

จบการพิสูจน ดังนั้น อัลกอริทึมนี้ถูกตอง 

หมายเหตุ สำหรับการวิเคราะห  running time  ของอัลกอริทึม merge sort เราจะอธิบายอีกครั้งในบทท่ี 7 

เรื่อง recurrence 
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บทที่ ๖ สัญกรณเชิงเสนกำกับ ( asymptotic notation ) 

สิ่งที่เราตองคำนึงถึงในการเลือกใชหรือการออกแบบอัลกอริทึมคือเวลาในการคำนวณอัลกอริทึมนั้นๆ ในกรณีท่ีเรา

มีอินพุตขนาดเพ่ิมข้ึนเปนจำนวนมาก 

ดังนั้นเราจำเปนตองวิเคราะห เวลาที่ใชในการประมวลผลอัลกอริทึม โดยการหาขอบเขตบน(หรือคือการประมาณ

การเวลาที่มากสุดที่เปนไปได) ของเวลาที่จะใชในการคำนวณอัลกอริทึม ซึ่งวิธีการประมาณการนี้เราจะใชสัญกรณ

เชิงเสนกำกับ  

สัญกรณเชิงเสนกำกับ (asymptotic notation) คือ สัญลักษณที่ใชอธิบายการเติบโตของฟงกชัน เพ่ือที่จะ

นำมาอธิบายเวลาที่ใชในการประมวลผลของอัลกริทึม ซึ่งมีดวยกันอยู 5 สัญลักษณคือ 

1. Big-theta (     ) 

2.Big-O (     ) 

3.Big-omega  (     ) 

4.Little-O  (     ) 

5.Little-omega  (     ) 

แสดงดังรูปตัวอยางภาพที่ 10 

 

 

ภาพท่ี 10 

 

 



O



o
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1. Big-theta 

มนีิยามคือ  

                 { f(n): there exist positive constants c1, c2, and n0 such that 0 ≤ c1 g(n) ≤ f(n) ≤ 

c2 g(n) for all n ≥ n0 }   

จากนิยามคือ ถาเรามีฟงกชัน g(n) ใดๆอยู แลวตองการหาคา Big-theta ของมัน เราจะตองหาคาคงท่ีที่เปนบวก 

c1, c2 และ n0 แลวเรานำคาคงท่ีนั้นไปแทนสมการ  0 ≤ c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n) ถาเราสามารถหาฟงกชัน f(n) 

ใดๆที่ทำใหสมการนี้เปนจริงได สำหรับ n ทุกตัวที่มีคามากกวา n0 แลว Big-theta ของ g(n) ก็คอื เซตของฟงกชัน 

f(n) นั้น (ใชคำวาเซต หมายความวา เราอาจจะหา f(n) ไดหลายฟงกชันก็ได) 

สังเกตดูจากภาพที่10 ไดแสดงใหเห็นวาฟงกชัน f(n)จะมีคาอยูตรงกลางระหวางฟงกชัน c1 g(n) และ c2 g(n) เสมอ 

เราจะเขียนสัญลักษณวา                             เพ่ือแทนความหมาย 

ตัวอยางที่ 5 จงทำการตรวจสอบวา                           เมื่อกำหนดให ฟงกชัน                               และ  

วิธีทำ เราตองทำการพิสูจนวา เราสามารถหาคาคงที่ c1, c2 และ n0 ที่ทำใหสมการ  0 ≤ c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n) 

เปนจริงสำหรับ n ทุกตัวที่มีคามากกวา n0  

ดังนั้นเริ่มจากแทนคาฟงกชัน f(n) , g(n) ลงไปในสมการ จะได 

จัดรูปสมการเพ่ือใหเหลือคาตัวแปร n ตัวเดียว โดยการหารสมการท้ังสองขางดวย n2 จะได 

ทีนี้เวลาวิเคราะหหาคา  c1, c2 และ n0 ควรจะทำการตรวจสอบทีละคา  

1) เริ่มจากพิจารณาขางซายของสมการกอน 

ก็จะเห็นวาเมื่อคา n มีจำนวนมากๆ คาของ c1 จะลูเขาสูคาคงที่คือ 1/2 และพบวาที่ n=6 คา c1=0  แตวาจาก

นิยามบอกวาคา c1 จะตองเปนคาบวก (>0) เพ่ือใหไดคา c1 เปนคาบวก เราจึงเลือกคา n0 =7 เมื่อแทนคาลงไปใน

สมการที่ n=7 จะได  c1=1/14 ซึ่งจะสรุปไดวา ที่ n>= n0 (คือ n>=7) จะพบวาคา c1 <= 1/14  ก็จะเห็นวา 

สามารถหาคา c1 และ n0 ที่ทำให สมการขางตนเปนจริง 

2)  แลวก็จึงจะพิจารณาขางขวาของสมการ 

ก็จะเห็นวาถาคา n อยูในชวง 1-5 จะไดคา c2 เปนคาติดลบ  แตเมื่อคา n มีจำนวนมากๆ คาของ c2 จะลูเขาสู

คาคงท่ีคือ 1/2 และพบวาที่ n=6 คา c2=0  แตวาจากนิยามบอกวาคา c2 จะตองเปนคาบวก (>0) เพ่ือใหไดคา c2 
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เปนคาบวก เราจึงเลือกคา n0 =7 เมื่อแทนคาลงไปในสมการที่ n=7 จะได  c2=1/14 ซึ่งจะสรุปไดวา ที่ n>= n0 

(คือ n>=7) จะพบวาคา c2 >= 1/2  ก็จะเห็นวา สามารถหาคา c2 และ n0 ที่ทำให สมการขางตนเปนจริง 

จากการพิสูจนในขอ 1) และ 2) เราพบวา เราสามารถหาคาคงที่ c1, c2 และ n0 ที่ทำให สมการ  0 ≤ c1 g(n) ≤ 

f(n) ≤ c2 g(n) เปนจริง ดังนั้นสรุปไดวา  

 

ขอสังเกต เรามีวิธีการตรวจสอบ วาคาคงที่ c1, c2 และ n0  ที่เราเลือกนั้นทำใหสมการเปนจริงหรือไม โดยการ

ทดลองแทนคาคงที่และฟงกชัน กลับเขาไปในสมการตั้งตนที่เราตองการตรวจสอบ ถาหากวาไดคาทั้งสองขางของ

สมการไมเปนจริงแสดงวา นาจะมีขอผิดพลาดเกิดขึ้นในการเลือกคาคงที่  

ตัวอยางเชน หากเราตองการตรวจสอบการเลือกคา คาคงที่ c1, c2 และ n0  ของตัวอยางที่ 5 ขางตน 

1) เริ่มจากการแทนคาสมการขางซายกอน (ดูเฉพาะ c1 กอน)  

จากตัวอยางที่ 5 เราเลือก n0 =7 และ  c1=1/14 เม่ือแทนคาลงไปในสมการ  

ก็จะได                                                         จะเห็นวาคาของสมการเปนจริง 

2) แทนคาสมการขางขวา (ดูเฉพาะ c2 )  

จากตัวอยางที่ 5 เราเลือก n0 =7 และ  c2=1/2 เมื่อแทนคาลงไปในสมการ  

ก็จะได                                                      จะเห็นวาคาของสมการเปนจริง 
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2. Big-O 

มนีิยามคือ  

                 { f(n): there exist positive constants c and n0 such that 0 ≤ f(n) ≤ c g(n) for all 

n≥n0 }  

จากนิยามคือ ถาเรามีฟงกชัน g(n) ใดๆอยู แลวตองการหาคา Big-O ของมัน เราจะตองหาคาคงที่ c ที่เปนบวก 

และ n0 แลวเรานำคาคงท่ีนั้นไปแทนสมการ  0 ≤ f(n) ≤ c g(n) ถาเราสามารถหาฟงกชัน f(n) ใดๆท่ีทำใหสมการ

นี้เปนจริงได สำหรับ n ทุกตัวที่มีคามากกวา n0 แลว Big-O ของ g(n) ก็คือ เซตของฟงกชัน f(n) นั้น (ใชคำวาเซต 

หมายความวา เราอาจจะหา f(n) ไดหลายฟงกชันก็ได) 

สังเกตดูจากภาพที่10 ไดแสดงใหเห็นวาฟงกชัน f(n)จะมีคาอยูต่ำกวาฟงกชัน c g(n) เสมอ 

เราจะเขียนสัญลักษณวา                             เพ่ือแทนความหมาย 

ตัวอยางที่ 6 จงทำการตรวจสอบวา                           เมื่อกำหนดให ฟงกชัน                  และ  

วิธีทำ เราตองทำการพิสูจนวา เราสามารถหาคาคงที่ c และ n0 ที่ทำใหสมการ  0 ≤ f(n) ≤ c g(n) เปนจริงสำหรับ 

n ทุกตัวที่มีคามากกวา n0  

ดังนั้นเริ่มจากแทนคาฟงกชัน f(n) , g(n) ลงไปในสมการ จะได 

จัดรูปสมการเพ่ือใหเหลือคาตัวแปร n ตัวเดียว โดยการหารสมการท้ังสองขางดวย n2 จะได 

เนื่องจาก ไมมีตัวแปร n ในสมการหมายความวา n เปนอะไรกไดเราให n0 =1 ทำใหสรุปไดวา ที่ n>= n0 (คือ n0 

>=1) จะพบวาที่ n0 =1 ไมวาคา n เปนอะไรท่ี มากกวา n0 เราสามารถหาคา c >=3  ที่ทำให สมการขางตนเปน

จริง ดังนั้นสรุปไดวา  
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3. Little-O 

มนีิยามคือ  

                 {  f(n):  for any positive constant c > 0, there exists a constant n0 > 0 such that  

0 ≤ f(n) < c g(n) for all n ≥ n0 }  

จากนิยามคือ ถาเรามีฟงกชัน g(n) ใดๆอยู แลวตองการหาคา Little-O ของมัน ไมวาคาคงที่ c จะเปนคาอะไรก็

ตามทีม่ากกวาศูนย เราจะตองหาคา n0 ที่มากกวาศูนย แลวเรานำคาคงที่นั้นไปแทนสมการ  0 ≤ f(n) < c g(n) ถา

เราสามารถหาฟงกชัน f(n) ใดๆที่ทำใหสมการนี้เปนจริงได สำหรับ n ทุกตัวที่มีคามากกวา n0 แลว Little-O ของ 

g(n) ก็คือ เซตของฟงกชัน f(n) นั้น (ใชคำวาเซต หมายความวา เราอาจจะหา f(n) ไดหลายฟงกชันก็ได) 

เราจะเขียนสัญลักษณวา                             เพ่ือแทนความหมาย 

ตัวอยางที่ 7 จงทำการตรวจสอบวา                           เมื่อกำหนดให ฟงกชัน                   และ  

วิธีทำ เราตองทำการพิสูจนวา สำหรับคาคงที่ c ทุกๆคา เราสามารถหาคาคงที่ n0 ที่ทำใหสมการ  0 ≤ f(n) < c 

g(n) เปนจริงสำหรับ n ทุกตัวที่มีคามากกวา n0  

ดังนั้นเริ่มจากแทนคาฟงกชัน f(n) , g(n) ลงไปในสมการ จะได 

จัดรูปสมการเพ่ือใหเหลือคาตัวแปร n ตัวเดียว โดยการหารสมการท้ังสองขางดวย n จะได 

ลองแทนคาถา c  =1 จะได n > 2 ดังนั้น n0  >2  ถาเราเลือกคา c ที่ =2 จะได n > 1 ดังนั้น n0  >1 

ถา c = k ใดๆ คา n = 2/k ดังนั้นไมวา c เปนคาอะไร เราจะสามารถหา n0  > 0 ได 

สมมติเราทดสอบสมการดวยการเลือก c = 1, n0=3  จะเห็นวา สมการเปนจริง แตหาก เลือก c=1, n0=2 สมการ

จะไมเปนจริง เพราะฉะนั้นตองเลือก c >=1, n0 >2  (คือ n0 >=3) ก็จะเห็นวา ไมวาคา c จะเปนคาอะไรก็ตามที่ 

มากกวา 0 เราสามารถหาคาของ n0 >=3 ที่ทำให สมการขางตนเปนจริง ดังนั้นสรุปไดวา 
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ขอสังเกตระหวาง Big-O กับ Little-O 

• จะเห็นวา Big-O จะครอบคลุมกรณีมากกวา คือ ถาเรา วิเคราะหสมการเวลาไว tight ก็ได หรือจะไม 

tight bound ก็ได 

• แตวา Little-O จะครอบคลุมเฉพาะกรณีที่ ไม tight bound 

• Tight bound คือกรณีที่สมการไมฟตกัน อาจจะเพราะเรา over estimate เชน กรณี                        

และ                     แลวเราจะหาวา                              จะหาดวย little-o ไดเพราะวา ไม tight 

bound     ดังนั้น ถาสมการ ไม tight bound เราจะพบคา Little-O ของมัน และ Big-O ของมันดวย 

 

4. Big-Omega 

มนีิยามคือ  

                 {f(n): there exist positive constants c and n0 such that 0 ≤ c g(n) ≤ f(n) for all n 

≥ n0 }   

จากนิยามคือ ถาเรามีฟงกชัน g(n) ใดๆอยู แลวตองการหาคา Big-omega ของมัน เราจะตองหาคาคงที่ท่ีเปนบวก 

c และ n0 แลวเรานำคาคงท่ีนั้นไปแทนสมการ  0 ≤ c g(n) ≤ f(n) ถาเราสามารถหาฟงกชัน f(n) ใดๆที่ทำให

สมการนี้เปนจริงได สำหรับ n ทุกตัวที่มีคามากกวา n0 แลว Big-omega ของ g(n) ก็คือ เซตของฟงกชัน f(n) นั้น 

(ใชคำวาเซต หมายความวา เราอาจจะหา f(n) ไดหลายฟงกชันก็ได) 

สังเกตดูจากภาพที่10 ไดแสดงใหเห็นวาฟงกชัน f(n)จะมีคาอยูตรงดานบนฟงกชัน c g(n) เสมอ 

เราจะเขียนสัญลักษณวา                             เพ่ือแทนความหมาย 

ตัวอยางที่ 8 จงทำการตรวจสอบวา                           เมื่อกำหนดให ฟงกชัน                    และ  

วิธีทำ เราตองทำการพิสูจนวา สำหรับคาคงที่ c ทุกๆคา เราสามารถหาคาคงที่ n0 ที่ทำใหสมการ  0 ≤ c g(n) ≤ 

f(n) เปนจริงสำหรับ n ทุกตัวที่มีคามากกวา n0  

ดังนั้นเริ่มจากแทนคาฟงกชัน f(n) , g(n) ลงไปในสมการ จะได 

จัดรูปสมการเพ่ือใหเหลือคาตัวแปร n ตัวเดียว โดยการหารสมการท้ังสองขางดวย n2 จะได 
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ถา  n = 1 แลวจะได c <= 3 ถา n=2 แลว c <= 6, n=3, c<=9 ตอไปเรื่อยๆ จะเห็นวา ไมวา n จะเปนเลขอะไร 

เราสามารถหาคาคงที่ c ทีม่ากกวา 0 ที่ทำใหสมการนี้เปนจริงได  ดังนั้นก็จะไดวา ที่ n0 =1 เราสามารถหาคา 0< 

c <=3 ได สรุปไดวา 

5. Little-omega 

มนีิยามคือ  

                 { f(n): for any positive constants c > 0 and n0 such that 0 ≤ c g(n) < f(n) for all 

n ≥ n0  }  

จากนิยามคือ ถาเรามีฟงกชัน g(n) ใดๆอยู แลวตองการหาคา Little-omega ของมนั ไมวาคาคงที่ c จะเปนคา

อะไรก็ตามที่มากกวาศูนย เราจะตองหาคา n0 ที่มากกวาศูนย แลวเรานำคาคงที่นั้นไปแทนสมการ  0 ≤ c g(n) < 

f(n) ถาเราสามารถหาฟงกชัน f(n) ใดๆที่ทำใหสมการนี้เปนจริงได สำหรับ n ทุกตัวที่มีคามากกวา n0 แลว Little-

omega ของ g(n) ก็คือ เซตของฟงกชัน f(n) นั้น (ใชคำวาเซต หมายความวา เราอาจจะหา f(n) ไดหลายฟงกชันก็

ได) 

เราจะเขียนสัญลักษณวา                             เพ่ือแทนความหมาย 

ตัวอยางที่ 9 จงทำการตรวจสอบวา                           เมื่อกำหนดให ฟงกชัน                    และ  

วิธีทำ เราตองทำการพิสูจนวา เราสามารถหาคาคงที่ c และ n0 ที่ทำใหสมการ  0 ≤ c g(n) < f(n) เปนจริงสำหรับ 

n ทุกตัวที่มีคามากกวา n0  

ดังนั้นเริ่มจากแทนคาฟงกชัน f(n) , g(n) ลงไปในสมการ จะได 

จัดรูปสมการเพ่ือใหเหลือคาตัวแปร n ตัวเดียว โดยการหารสมการท้ังสองขางดวย n2 จะได 

ถาหาก c =3  เราก็จะไดคา n = 1 เพ่ือให พจน c/n มันนอยกวา 3 ตามสมการ  สมมติ c=1 เราก็จะไดคา n > 0 

เชนกัน(หารแลวปดข้ึน) ดังนั้นไมวาคา c เปนอะไร เราจะไดคา n > 0 ดังนั้นเราจะสามารถหา n0  > 0 ได สรุปได

วา 

รูปภาพท่ี 11 อธิบายความสัมพันธของ asymptotic notation ทั้งหาแบบ 
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ภาพท่ี 11 

แบบฝกหัด  

1. จงตรวจสอบวา                              เมื่อกำหนดให                    และ   

2. จงตรวจสอบวา                              เมื่อกำหนดให                             และ   

3. จงตรวจสอบวา                             เมื่อกำหนดให                          และ  

4. จงตรวจสอบวา                            เมื่อกำหนดให                       และ  

5. จงตรวจสอบวา                             เมื่อกำหนดให                     และ 

6. จงตรวจสอบวา                            เมื่อกำหนดให                     และ 

 

 

 

Upper bound Lower bound 

ถาไม tight 

f(n)=o(g(n)) 

ถาไม tight 

f(n) =     (g(n)) 
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บทที่ ๗ การเวียนบังเกิด ( recurrence ) 

การเวียนบังเกิด (recurrence) คือสมการหรือความไมเทากันที่ซึ่งถูกใชในการอธิบายฟงชันใหอยูในรูปของคาของ

อินพุตที่มีขนาดไมมาก เชน จากสมการที่อธิบายฟงกชัน T(N) ทั้งสองเงื่อนไขนี้ 

𝑇(𝑁) =  Θ(1)   𝑖𝑓 𝑛 = 1  

𝑇(𝑁)  =  2𝑇
𝑛

2
+ Θ(𝑛)   𝑖𝑓 𝑛 > 1 

เราสามารถเขียนไดวา 𝑇(𝑁) =  Θ(𝑛 lg 𝑛 ) 

วิธีการที่ใชสำหรับแกปญหาของ recurrence มีอยู 3 วิธีดังนี้ 

1. Substitution method  
2. Recursion tree method 
3. Master method 

 

วิธีที่ 3 Master method  

มีไวสำหรับแกปญหา recurrence ที่มีลักษณะฟงกชันอยูในรูปแบบ 

 𝑇(𝑁) = 𝑎 𝑇 + 𝑓(𝑛) 

โดยที่ a,b เปนคาคงที่  a ≥  1 และ b > 1  และ f(n) เปน asymptotically positive function 

ซึ่ง recurrence ที่มีรูปแบบนี้ อธิบายถึงเวลาที่ใชในการรันของอัลกอริทึม ที่มีการแบงปญหาขนาด n ใดๆ 

ออกเปนปญหายอย ที่แตละอันมีขนาด n/b  แทน 

สำหรับวิธีการแกปญหา recurrence วิธีนี้มีกฎเกณฑที่เรียกวา Master theorem เพื่อใชวิเคราะหอยู 3 กรณ ี

นิยามไวดังนี้ 

กำหนดให a ≥ 1 และ  b > 1 เปนคาคงที่ใดๆ และให f(n) เปนฟงกชัน  และให T(n) เปน recurrence ที่มี

ลักษณะดังนี้  𝑇(𝑁) = 𝑎 𝑇 + 𝑓(𝑛)   

ซึ่งคา n/b สามารถตีความไดวาเปนคาขอบเขตบนของ n/b   หรือ ขอบเขตลางของ n/b ( )  แลว

เราจะหาคา asymptotic ของสมการ T(n) ไดดังนี้ 



57 
 

  

เอกสารประกอบการสอนรายวิชา 305234 การวิเคราะหและการออกแบบวิธี ภาคเรียนปลาย ปการศกึษา 2563 
จัดทำโดย อ.จิราพร พุกสุข ภาควิชาวิศวกรรมไฟฟาและคอมพิวเตอร  คณะวิศวกรรมศาสตร มหาวิทยาลัยนเรศวร 

 

 

1. ถาหาก  𝑓(𝑛) = 𝑂  𝑛   โดยที่ 𝜀 คือคาคงท่ีใดๆที่มากกวา 0 แลว 

𝑇(𝑛) =  Θ( 𝑛 ) 

2. ถาหาก 𝑓(𝑛) = Θ(𝑛 ) แลว 

𝑇(𝑛) =  Θ( 𝑛 lg 𝑛) 
 

3. ถาหาก  𝑓(𝑛) = Ω(𝑛 )  โดยที่ 𝜀 คือคาคงท่ีใดๆที่มากกวา 0 และ  
ถา a.f(n/b) ≤ c.f(n) โดยที่ c คือคาคงที ่c<1 และ n คือคาคงท่ีที่มากพอ แลว 

𝑇(𝑛) =  Θ( 𝑓(𝑛)) 
 

ตัวอยางที่ 1 กำหนดให  T(n) = 9𝑇 + 𝑛 จงหาคา asymptotic function ใหกับ T(n) 

วิธีทำ กอนอื่นตองทำการวิเคราะหกอนวา จะสามารถใช master theorem ในการแกปญหาไดหรือไม ถาได จะ

เขากับกรณีใด  

จากโจทย คา a= 9 , b=3 และ f(n) = n 

ลองวิเคราะห  𝑛 = 𝑛 = Θ(𝑛 ) 

ขอสังเกต จะเห็นวา   𝑓(𝑛) = 𝑛 <  𝑛  ดังนั้นนาจะเขากรณทีี่ 1  

ทดลองตรวจสอบเงื่อนไข กรณีที่ 1 ตองตรวจสอบวา  𝑓(𝑛) = 𝑂  𝑛   หรือไม 

ซึ่งเราแทนคา 𝑂  𝑛   ถากำหนดคาให 𝜀 = 1 (กำหนดคาเทาไหรก็ไดที่นอยๆ)  

จะได 𝑂  𝑛  = 𝑂(𝑛 ) 

 ซึ่งจะเห็นวา 𝑓(𝑛) = 𝑛 ∈  𝑂(𝑛 ) ดังนั้นเราสามารถใช master theorem กรณทีี่ 1 ไดเพราะ

เงื่อนไขเปนจริง 

ก็จะไดคำตอบวา  

𝑇(𝑛) =  Θ  𝑛 = Θ  𝑛  
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ตัวอยางที่ 2 กำหนดให  T(n) = 𝑇 + 1 จงหาคา asymptotic function ใหกับ T(n) 

วิธีทำ กอนอื่นตองทำการวิเคราะหกอนวา จะสามารถใช master theorem ในการแกปญหาไดหรือไม ถาได จะ

เขากับกรณใีด  

จากโจทย คา a= 1 , b=3/2 และ f(n) = 1 

ลองวิเคราะห  𝑛 = 𝑛 / = Θ(𝑛 ) = Θ(1) 

ขอสังเกต จะเห็นวา   𝑓(𝑛) = 1 =  𝑛  ดังนั้นนาจะเขากรณทีี่ 2 

ทดลองตรวจสอบเงื่อนไข กรณีที่ 2 ตองตรวจสอบวา  𝑓(𝑛) = Θ(𝑛 ) หรือไม 

ซึ่งเราแทนคา Θ  𝑛 /   จะได Θ  𝑛 /  = Θ(𝑛 ) 

 ซึ่งจะเห็นวา 𝑓(𝑛) = 1 ∈  Θ(𝑛 ) ดังนั้นเราสามารถใช master theorem กรณทีี่ 2 ไดเพราะเงื่อนไข

เปนจริง 

ก็จะไดคำตอบวา  

𝑇(𝑛) =  Θ  𝑛 lg 𝑛 = Θ( 𝑛 lg 𝑛) = Θ( lg 𝑛) 

 

ตัวอยางที่ 3 กำหนดให  T(n) = 3𝑇 + 𝑛 lg 𝑛 จงหาคา asymptotic function ใหกับ T(n) 

วิธีทำ กอนอื่นตองทำการวิเคราะหกอนวา จะสามารถใช master theorem ในการแกปญหาไดหรือไม ถาได จะ

เขากับกรณีใด  

จากโจทย คา a= 3 , b=4 และ f(n) = n lg n 

ลองวิเคราะห  𝑛 = 𝑛 = Θ(𝑛 . ) 

ขอสังเกต จะเห็นวา   𝑓(𝑛) = 𝑛 lg 𝑛 >  𝑛 .  ดังนั้นนาจะเขากรณทีี่ 3 

ทดลองตรวจสอบเงื่อนไข กรณีที่ 3 ตองตรวจสอบวา  𝑓(𝑛) = Ω(𝑛 ) หรือไม 

ซึ่งเราแทนคา Ω  𝑛 .   จะได Ω  𝑛 .  = Ω(𝑛 ) 
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 ซึ่งจะเห็นวา 𝑓(𝑛) = 𝑛 lg 𝑛  ∈  Ω(𝑛 )  

สำหรับกรณทีี่ 3 ตองทำการตรวจสอบตอวา  a.f(n/b) ≤ c.f(n) โดยที่ c คือคาคงที่ c<1   หรือไม 

ทดลองแทนคา โดยให c= ¾ จะไดวา 

3.
𝑛

4
lg

𝑛

4
≤

3

4
𝑛 lg 𝑛 

ซึ่งเปนจริง  ดังนั้นเราสามารถใช master theorem กรณีท่ี 3 ไดเพราะเงื่อนไขเปนจริง 

ก็จะไดคำตอบวา  
𝑇(𝑛) =  Θ( 𝑓(𝑛)) = Θ( 𝑛 lg 𝑛) 

 

แบบฝกหัด  

1. จงหาคา asymptotic notation เมื่อกำหนดให 𝑇(𝑛) = 4𝑇 + 5𝑛 

2. จงหาคา asymptotic notation เมื่อกำหนดให 𝑇(𝑛) = 3𝑇 + 5𝑛 

3. จงหาคา asymptotic notation เมื่อกำหนดให 𝑇(𝑛) = 2𝑇 + 5𝑛  
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บทที ๘ การวิเคราะห์ความน่าจะเป็นและอลักอริทึมแบบสุ่ม ( probabilistic analysis and 

randomized algorithm ) 

จากบทที่ผานมาจะเห็นวา เราจะสนใจการวิเคราะหหาวา worse case running time คือการวิเคราะหหาเวลาที่

ใชในการรันอัลกอริทึมที่นานที่สุด สำหรับอินพุตขนาด n ใดๆ นั้นเปนเทาไหร  

เชน ถาเราใช insertion sort ทำการเรียงขอมูลจากนอยไปมาก แตปรากฏวาอินพุตที่ไดรับเขามานั้นเปนขอมูลที่

เรียงจากมากไปนอยอยู ก็จะทำใหใชเวลาในการรันอัลกอริทึมนานมาก ถือเปน worse case ของ insertion sort 

เลย 

อยางไรก็ตามในความเปนจริงนั้น เราอาจจะสนใจคาเฉลี่ยในการใชเวลารันอัลกอริทึม (average running time) 

ที่เกิดขึ้นจากการรันอินพุตทั่วๆไป (typical input) ซึ่ง typical input นั้นคืออินพุตที่เราสมมุติวา ลำดับของขอมูล

ทุกๆแบบนั้นมีโอกาสเกิดข้ึนเทาๆกัน 

คำถามคือเราไมรูวาอินพุตท่ีรับเขามานั้นจะมาในรูปแบบ best case หรือ worse case ถาหากวาไดรับอินพุตเขา

มาเปน worse case อยางตัวอยางเรื่อง insertion sort ขางตน อัลกอริทึมก็จะรันนานมาก ดังนั้นเราจะสามารถ

แกไขอินพุตเพื่อใหลดการเกิด worse case  ไดไหมดวยการใชการสุม 

Probabilistic Analysis (การวิเคราะหความนาจะเปน) 

ในการที่เราจะทำใหอินพุตเกิด average case นั้นเราจะตองทำการวิเคราะหความนาจะเปนในการเกิดรูปแบบ

ของอินพุตกอน เพ่ือใชในการสรางอัลกอริทึมแบบสุม (randomized algorithm) เพ่ือมาชวยทำใหอินพุต

กลายเปน average case  ซึ่งเราจะใชหลักการคณิตศาสตรทฤษฎีความนาจะเปนเขามาชวยในการวิเคราะห   

เนื้อหาตอจากนี้เปนทฤษฎีพ้ืนฐานความนาจะเปนที่เก่ียวของ 

การสลับลำดับ (Permutation ) 

การสลับขอมูลของเซตจำกัดใดๆ (permuation of a set) คือ ลำดับขอมูลของสมาชิกทั้งหมดในเซตนั้น โดยที่

สมาชิกแตละตัวจะปรากฏแคครั้งเดยีวเทานั้น  

เชน ถา S={a,b,c}, แลว จะมี permutation ของ S ทั้งหมด 6 แบบคือ  abc, acb, bac, bca, cab, cba 

ถาเราหา k-permuation of S คือ ลำดับขอมูลสมาชิก จำนวน k ตัวของเซต S โดยที่ไมมีสมาชิกตัวไหนปรากฎ

มากกวาหนึ่งครั้ง  เชน ถา S = {a,b,c,d} แลว หา k-permutation โดยกำหนดให k=2 (เรียกอีกชื่อวา 2-

permutations of S)  ก็จะไดออกมา 12 แบบคือ  ab, ac, ad, ba, bc, bd, ca, cb, cd, da, db, dc 
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ซึ่งจำนวนรูปแบบของ k-permutation สำหรับเซตที่มีขนาด n ใดๆ มีสมการดังนี้ 

)!(

!
)1)...(2)(1(

kn

n
knnnn




 

คิดไดจาก เรามีวิธีเลือกสมาชิกตัวแรกทั้งหมด n แบบ  สวนสมาชิกตัวที่สองเลือกได n-1 แบบ   สมาชิกตัวถัดๆไป

ก็เลือกได n-2, n-3, …., n-k+1  แบบ จนกระทั่งเลือกครบ k ตัว   

การจัดกลุม (k-combination ) 

การจัดกลุมขอมูลของเซตจำกัดใดๆ คือ เซตยอยทั้งหมดของ S ที่มีสมาชิก ขนาด k ตัว  เชน ถา S={a,b,c,d}, แลว 

จะมี 2-combinations of S จำนวนทั้งหมด 6 เซตยอย คือ {a,b}, {a,c}, {a,d}, {b,c}, {b,d}, {c,d}    หรือเขียน

อีกแบบไดเปน ab, ac, ad, bc, bd, cd  

จำนวนของกลุมขอมูล k-combination ของเซตใดๆสามารถหาคาอางอิงไดในรูปแบบจำนวนของ k-

permutation ของเซตนั้นๆ หาไดจากสมการ  

)!(!

!

knk

n

  

สัมประสิทธิ์ทวินาม (binomial coefficient) 

เราใชคำวา “n เลือก k” เพ่ือบอกจำนวนของ k-combination ของเซตขนาด n ใดๆ   เขียนตามรูปแบบสมการ 
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ซึ่งสมการนี้ symmetric ทั้งสำหรับ k และ  n-k ดังนั้น 
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ซึ่งตัวเลขนี้เราเรียกวา  binomial coefficients เพราะวาเลขเหลานี้ปรากฏอยูบนการกระจายสมการทวินาม  
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 จะเห็นวา n, k เปนเลขสัมประสิทธิ์ที่ปรากฏในแตละพจนของการกระจาย 
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ความนาจะเปน 

Sample space คือเซตที่แสดงเอาพุตท้ังหมดที่จะเกิดขึ้นได เราจะเรียกสมาชิกแตละตัววา elementary event 

ซึ่ง elementary event แตละตัวสามารถพิจารณาไดเปน เอาพุตที่เปนไปไดจากการทดลอง สวน Event คือเซต

ยอยของ sample space  ตัวอยางเชน ถาเราโยนลูกเตา (fair dice) 2 ลูก จะไดวามี sample space S = {1-1, 

1-2, 1-3, 1-4, 1-5, 1-6, 2-1 ,…, 6-5, 6-6} และ  event ของการเกิดเลขตัวเดียวกันบนลูกเตาทั้งสองลูก คือ {1-

1,2-2,3-3,4-4,5-5,6-6} 

ตัวอยางที่ 1 Monty Hall Problem มีประตูอยู 3 บานและดานหลังของประตูบานหนึ่งจะมีรางวัลใหญ กติกาคือ

ใหผูเลนเลือกเพียง 1 บานจากประตูทั้ง 3 บาน  เมื่อผูเลนเลือกแลว พิธีกรจะทำการเปดประตู 1 ใน 2 บานที่เหลือ 

แลวพิธีกรจะถามผูเลนวาตองการจะเปลี่ยนใจจากตัวเลือกที่เลือกไปแลวหรือไม   คำถามคอื ถาหากผูเลนเลือกที่

จะเปล่ียนใจ โอกาสที่จะไดรางวัลจะเปน ½  หรือ  2/3  

วิธีทำ จากแผนภาพจะเห็นวา ถาหากประตูที่มีรางวัลคือบานที่ 1  ถาผูเลนเลือกบานที่ 1 และพิธีกรเปดประตูบาน

ที่ 2 เราก็จะคำนวณ คาความนาจะเปนได 1/3 . 1/3 . 1/2 = 1/18 เมื่อคำนวณทุกกิ่งของแผนภาพจะไดวา 

โอกาสที่ผูเลนจะชนะถาเปลี่ยนใจ จะเทากับ 2/3 
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ถาเราม ีevent A,B ใดๆ เราเรียกสอง event นี้วา mutually exclusive ถาหาก 𝐴 ∩ 𝐵 = ∅ 

การกระจายของความนาจะเปน probability distribution Pr{} บน  sample space S คือการแมปจาก 

event ใน S ไปยังเลขจำนวนจริงใดๆ ที่  probability axioms เหลานี้เปนจริง 

1. Pr{A} ≥ 0 เม่ือ Aคือ eventใดๆ 
2. Pr{S} = 1 

3. Pr(𝐴 ∪ 𝐵) = Pr{𝐴} + Pr {𝐵} เม่ือ A,B คือ mutually exclusive event 

ตัวอยางที่ 2   ทอยลูกเตา (fair dice) จำนวนสองลูก sample space S = {1-1, 1-2, 1-3, 1-4, 1-5, 1-6, 2-1 

,…, 6-5, 6-6}  ดังนั้นความนาจะเปนของการเกิด elementary event แตละอันจะเทากับ 1/36  

ถาเราหาความนาจะเปนของการเกิดตัวเลขเดียวกันจากการโยนลูกเตาทั้งสองลูก จะคิดไดดังนี้ 

Pr{1-1,2-2,3-3,4-4,5-5,6-6} = Pr{1-1} + Pr{2-2}+Pr{3-3}+Pr{4-4}+Pr{5-5}+Pr{6-6}  = 1/36*6 = 1/6 

 

เราจะถือวา probability distribution มีลักษณะแบบ discrete ถาหากวา sample space นั้นเปนเซตท่ีมี

ลักษณะเปน  finite หรือ countably infinite  

กำหนดให S เปน sample space และถาเรามี event A ใดๆ ดังนั้น  

เนื่องจาก elementary event มีลักษณะเปน mutually exclusive ดังนั้น   

Pr{𝐴} = Pr{𝑠}

∈

 

ถา S เปน finite set และ ทุกๆสมาชิก a ϵ S มีคาความนาจะเปน คาจะเทากับ Pr{𝑎} =
| |

 

ดังนั้นเราจะถือไดวา เรามี uniform probability distribution on S คือเลือกสมาชิกของ S มาแบบสุม 

ตัวอยางที่ 3   ทอยลูกเตา (fair dice) จำนวน 1 ลูก คาความนาจะเปนที่จะออกตัวเลขแตละตัวคือ 1/6 

ถาหากวาเราโยนลูกเตา n ครั้ง เราก็จะได  uniform probability distribution บน sample space S 

={1,2,3,4,5,6} n เปนเซตที่มีขนาด 6n  ซึ่ง elementary event แตละตัวจะมีคาความนาจะเปนเทากับ 1/ 6n 
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ดังนั้น ถากำหนดให event A = {มีตัวเลข i ใดๆเกิดขึ้นทั้งหมด n ครั้ง สำหรับ i  = 1…6 }   

A ก็จะเปนเซตยอยของ S ที่มีขนาด ของ A เทากับ 6 ซึ่งก็คือ |A|= 6 ดังนั้น ความนาจะเปนของ event A ก็คือ  

  Pr{A}=6/ 6n= 1/ 6n-1 

Random variable (ที่เปน discrete) X ใดๆ คือฟงกชันท่ีแมปจาก sample space (ที่เปน  finite หรือ 

countably infinite) ไปยังเลขจำนวนจริง  ตัวอยางเชน กำหนดให X1 เปน random variable แสดงคาผลลัพธ

ของการทอยลูกเตาลูกแรก   X2 เปน random variable แสดงคาผลลัพธของการทอยลูกเตาลูกที่สอง  แลว

กำหนดให X เปน random variable ที่แสดงคาผลรวมของลูกเตาทั้งสองลูก X = X1 + X2. 

ตัวอยางที่ 4   ทอยเหรียญ (fair coin) จำนวน 3 เหรียญ คาความนาจะเปนแสดงดังในแผนภาพ สมมติให ตัวแปร

แบบสุม (Random variable)  R เทากับ จำนวนของการออกหัว  ดังนั้น R(H,T,H) = 2  

และให ฟงกชันบงชี้ตัวแปรแบบสุม (Indicator random var or Bernoulli random var ) M 

มีคาเทากับ 1 ถาหากวาเหรียญทุกเหรียญออกเหมือนกันหมด 

มีคาเทากับ 0 ถาหากวาเหรียญออกตางกัน  

ดังนั้น    M(H,H,T) = 0  สวน  M(T,T,T) =1 
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กำหนดให มี random variable X และเลขจำนวนจริง x  และเรากำหนดคา event X = x ใหเปนเซตคือ  

{s ϵ S: X(s) = x}   ดังนั้น  

Pr{𝑋 = 𝑥} = Pr{𝑠}

∈ : ( )

 

ฟงกชัน  f(x) = Pr{X=x} คือ probability density function of the random variable X 

ดังนั้นจาก probability axioms จะไดวา 

Pr{𝑋 = 𝑥} ≥ 0   𝑎𝑛𝑑  Pr{𝑋 = 𝑥} = 1  

ตัวอยางเชน ทอยลูกเตา(fair dice) สองลูก ทำใหมี  elementary event ที่เปนไปไดถึง 36 แบบใน sample 

space เราสมมติวา probability distribution นั้น uniform ดังนั้น elementary event แตละ s ϵ S มีคาความ

นาจะเปนเทาๆกันคือ Pr{s} = 1/36 

กำหนดให  X เปน random variable แสดงคาที่มากที่สุดระหวางตัวเลข 2 ตัวที่โชวบนลูกเตาที่ทอย ดังนั้นเราจะ

มี  Pr{X=3} = 5/36 เนื่องจากวา elementary event ที่เปนไปไดคอื {1-3, 2-3, 3-3, 3-2, 3-1} (อีเวนที่มีเลข 3 

เปนคามากที่สุดระหวาง 2 ลูกเตาที่ทอยได) 

 

ถาให X,Y เปน random variable  แลว ฟงกชัน F(x,y) = Pr{X=x and Y=y} จะเปนฟงกชัน joint 

probability density ซึ่ง 

• ถาเรากำหนดคาคงใหY คือ y  

Pr{𝑌 = 𝑦} = Pr {𝑋 = 𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑌 = 𝑦} 

• ถาเรากำหนดคาคงที่ใหX คือ x   

Pr{𝑋 = 𝑥} = Pr {𝑋 = 𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑌 = 𝑦} 
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ตัวแปร random variable สองคา X,Y ใดๆ จะ independent กัน ถาหากวา event X=x และ Y=y เปน 

independent กัน เมื่อกำหนดให x,y คือคาคงที่ ดังสมการ 

Pr{𝑋 = 𝑥 𝑎𝑛𝑑 𝑌 = 𝑦} = Pr{𝑋 = 𝑥} . Pr {𝑌 = 𝑦} 

คา expected value (หรือคา expectation หรือคา mean) ของ discrete random variable X ใดๆ คือ 

𝐸[𝑋] = 𝑥 . 𝑃𝑟{𝑋 = 𝑥} 

ตัวอยางเชน ในการโยนเหรียญ (fair coin) จำนวน 2 เหรียญ ซึ่งมีกติกาวา ถาออกหัว คุณจะได 3 ดอลลาร ตอ

เหรียญ และถาออกกอย คุณจะได 2 ดอลลารตอเหรียญ  คา expected value ของ X จะคำนวณไดดังนี้ 

E[X] = 6.Pr{HH} + 1.Pr{1H,1T} – 4. Pr{TT} 

        = 6(1/4) + 1(1/2) – 4(1/4) = 1 

ความเปนเชิงเสนของ expectation (linearity of the expectation) ก็คือ การที่คา expectation ของ

ผลรวมของ random variable สองคา เทากับผลรวมของ expectation ของแตละ random variable ดัง

สมการตอไปนี้ 

𝐸[𝑋 + 𝑌] = 𝐸[𝑋] + 𝐸[𝑌] 

ถาหากวา X เปน  random variable แลว สำหรับ g(x) ที่เปนฟงกชันใดๆ เราจะกำหนดคา random variable 

ใหม ชื่อ g(X) ได  ถาหากวาหาคา expectation ของ g(X) ได แลวดังนั้น 

𝐸[𝑔(𝑋)] = 𝑔(𝑥) Pr {𝑋 = 𝑥} 

กำหนดให g(x) = ax เมื่อ a คือคาคงที่ใดๆ  แลว  E[a.X] = a.E[X] 

ถาหากมี random variable X,Y สองคาใดๆ ที่ independent กัน และแตละตัวแปรมีการกำหนดคา 

expectation ของตัวเองอยู แลว  E[XY] = E[X] . E[Y] 

คา  variance เปนคาที่แสดงวา random variable X  อยูหางจากคา mean เทาไหร หากมีคา mean คือ E[X] 

  Var[X] = E[X2] – E2[X]  

             Var[X+Y] = Var[X]+Var[Y]   ถาหากวา X,Y เปน independent 

คา standard deviation ของ random variable X คือ  𝑉𝑎𝑟[𝑋] 
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ตัวอยางที่ 5   ถาเรามี random variable X,Y โดยที่กำหนดคา Pr{X=1/4}=Pr{X=3/4}= ½ และ   

Pr{Y=0}=Pr{Y=1} = ½  

ดังนั้น E[X] = ¼.1/2 + ¾.1/2 = ½  

         E[Y] = 0.1/2 + 1.1/2 = ½. 

แตวา คาที่แทจริงของ Y หางจากคา mean มากกวาคาที่แทจริงของ X เทียบกับ mean ซึ่งคำนวณไดจากการหา

คา variance ดังนี้  

  E[X2] = (1/4)2.1/2 + (3/4)2.1/2 = 5/16 

 Var[X] = 5/16  - (1/2)2 = 1/16 

 E[Y2] = 0.1/4 + 12.1/2 = 1/2  

 Var[Y] = 1/2  - (1/2)2 = 1/4 

 

คา Bernoulli trial คือการทดลองที่มีเอาพุตที่เปนไปไดเพียงแค 2 แบบ  คือ success โดยที่จะมีคาความนาจะ

เปนคือ p และ  failure มีคาความนาจะเปนคือ q=1-p 

สมมติวาเรามีลำดับของการทดลอง Bernoulli คำถามคือตองมีการทดลองก่ีครั้งจนกวาเราจะได success 

กำหนดให random variable X คือจำนวนการทดลองท่ีตองทำเพ่ือใหได success ดังนั้น 

   Pr{X=k}=qk-1 p  

ดังนั้นเราจะมี failure ทั้งหมด   k-1 ครั้งกอนจะได success  ซึ่ง probability distribution แบบนี้เรียกวา 

geometric distribution 

สมมติให q < 1 คา expectation ของ geometric distribution คือ  

𝐸[𝑋] = 𝑘𝑞 𝑝 =  
𝑝

𝑞
 𝑘𝑞 =

𝑝

𝑞
 .

𝑞

(1 − 𝑞)
=

1

𝑝
 

ดังนั้นโดยเฉลี่ย จะตองทำการทดลอง 1/p ครั้งกอนที่จะได success 

คา varience เทากับ Var[X] = q/p2 
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ตัวอยางเชน สมมติวาเราทอยลูกเตาพรอมกัน 2 ลูกจนกวาจะไดคาเลข 7 หรือ 11 ถึงจะหยุดทอยลูกเตา  ดังนั้นก็

จะมีเอาพุตที่เปนไปไดทั้งหมด 6 แบบที่จะทำใหไดเลข 7 และ มี 2 แบบที่ทำใหไดเลข 11  ดังนั้น ความนาจะเปน

ที่จะ success คือ p = 8/36 = 2/9  ดังนั้นเราตองทอยลูกเตา 1/p = 9/2 = 4.5 ครั้งโดยเฉลี่ยที่จะทำใหได

ตัวเลขคา 7 หรือ 11 

สมมติวาเรามีลำดับของ Bernoulli trial คำถามคือถาอยากรูวา จะเกิดกรณี success กี่ครั้ง ถาเราทำการทดลอง

ทั้งหมด n ครั้ง โดยที่ success มีความนาจะเปนคือ p และ failure มีความนาจะเปน  q = 1-p 

กำหนดให  random variable X เปนจำนวนครั้งท่ี success สำหรับการทดลอง n ครั้ง ดังนั้น 

Pr{𝑋 = 𝑘} =
𝑛
𝑘

𝑝 𝑞  

เนื่องจากวา มี 
𝑛
𝑘

 วิธีที่จะเลือก k จากการทดลอง n ครั้ง โดยที่ k คือ success และความนาจะเปนของการ

เกิดแตละครั้งคือ   𝑝 𝑞  ซึ่ง probability distribution แบบนี้เรียกวา binomial distribution 

เพ่ือความสะดวกในการเรียกชื่อ กลุมของ  binomial distributions จะใชสัญลักษณ 

  𝑏(𝑘; 𝑛; 𝑝) =  
𝑛
𝑘

𝑝 (1 − 𝑝)  

คา expectation ของ random variable ที่มี binomial distribution  คือ  E[X] = np 

ดังนั้นคา variance เทากับ Var[X] = npq 

 

แบบฝกหัด 

1. มีคน 20 คนอยูในงานปารตี้ แลวโยนเสื้อของตัวเองปนกัน ตอมาใหกลับไปหยิบเสื้อ คำถามคือจงหาวา 
โดยเฉลี่ยแลว(expected value) จะมีก่ีคนที่จะเจอเสื้อของตัวเอง 

2. มีบอล 5 ลูก มีถัง 5 ใบ โยนบอลท้ัง 5 ลูกนั้น แลวจงหาวา expected value (คาเฉลี่ย) ที่บอลจะลงในถัง
ใบที่ 1 จะมีกี่ลูก 

3. มีถัง 5 ใบ ใหหาวาโดยเฉลี่ยแลว จะตองโยนกี่ครั้งถึงจะมีบอลลงในถังใบที่ 2 (บอลลงครั้งแรก) 
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บทที ๙ การวิเคราะห์อลักอริทึมแบบสุ่ม ( analysing randomized algorithms ) 

คา indicator random variable I{A} ที่เก่ียวของกับ event A ถูกกำหนดใหเปนดังนี้ 

I{A} =   1 ถาเกิดอีเวน A  

          0  ถาไมเกิดอีเวน A 

ตัวอยางเชน ในการโยนเหรียญ (fair coin) เรากำหนดคา  expected number ของการออกหัว 

โดยที่มี sample space S = {H,T} มีความนาจะเปน Pr{H}=Pr{T}=1/2 

เรากำหนด   indicator random variable XH เก่ียวของกับการออกหัวของการโยนเหรียญ ซึ่งใหเปนอีเวน  H  

ดังนั้น 

XH = I{H} = 1 ถาเกิด H  

                0 ถาเกิด T  

คา expected number ของการเกิดหัวในการโยนเหรียญหนึ่งเหรียญ ก็คือคา expected value ของ XH  

 E[XH] =  E [ I{H} ] = 1.Pr{H} + 0.Pr{T}  = 1.(1/2)+ 0.(1/2) = ½ 

Lemma: กำหนดให sample space S และ event A ใน S และให XA = I{A} ดังนั้น E[XA] = Pr{A} 

ตัวอยางที่ 1 ถาเราโยนเหรียญ (fair coin) ทั้งหมด n ครั้งแลวตองการคาดการณวาจะออกหัวกี่ครั้ง  

วิธีทำ กำหนดให Xi  เปน indicator random variable โดยที่ 

                    Xi = I{H} = 1 ถาออกหัวในการโยนเหรียญครั้งที่ i 

      = 0 ถาออกกอยในการโยนเหรียญครั้งท่ี i 

แลวกำหนดให X  เปน indicator random variable ที่แสดงคาจำนวนครั้งทั้งหมดที่โยนเหรียญแลวออกหัว จาก

การโยนเหรียญทั้งหมด n ครั้ง ดังนั้น 𝑋 = ∑ 𝑋  

ดังนั้นคา expectation จะเทากับ  

𝐸[𝑋] = 𝐸 𝑋 = 𝐸[𝑋 ] =
1

2
=

𝑛

2
 

หมายเหตุ:  E[Xi]= E[I{H}] = 1.Pr{H} + 0.Pr{T} = 1.(1/2) + 0.(1/2) = ½ 
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ปญหาเรื่อง The Hiring Problem คือปญหาที่สมมติวาเราตองการจางพนักงานใหม แลวแตละวันจะสัมภาษณ

ผูสมัครเพียงหนึ่งคนเทานั้น  หลังจากสัมภาษณก็จะตัดสินใจวาจะจางคนนั้นหรือไม ถาหากวาคนที่มาสัมภาษณ

ดีกวาพนักงานคนปจจุบัน คุณก็จะตัดสินใจจางไว   

 อัลกอริทึมในการจางพนักงานแสดงดังรูป 

 

 

 

 

 

 

สำหรับคาใชจาย คุณจะตองจายมากถาจางไว แตจะจายเพียงเล็กนอยถาไมจาง  

กำหนดให  ci  เปนคาใชจายในการสัมภาษณ และ  ch  คือคาใชจายหากจางไว และให m เปนจำนวนคนที่จาง

ทั้งหมด ดังนั้น 

คาใชจายทั้งหมดคือ O(n ci +m ch )  สำหรับ worst-case ถาเราจางทุกคนเลยหลังการสัมภาษณแตละคนแตละ

วัน คาใชจายทั้งหมดจะเทากับ O(n ch)  

ตัวอยางที่ 2 วิเคราะหปญหาเรื่อง The Hiring Problem   

วิธีทำ กำหนดให  Xi เปน indicator random variable ที่แสดงอีเวนคือ ผูสมัครคนท่ี i จะถูกจาง โดยที่ 

Xi = I{ผูสมัครคนที่ i ถูกจาง} = 1 ถาผูสมัครคนที่ i ถูกจาง   

                = 0  ถาผูสมัครคนที่ i ไมถูกจาง 

และให X = X1 + X2 + … + Xn 

จาก lemma E[Xi] = Pr{ผูสมัครคนที่ i ถูกจาง}  

Pseudo code: Hire-Assistant(n) 

best = 0 // dummy candidate 

for i = 1 to n  

 do interview candidate i 

 if candidate i is better than candidate best 

  then best = i 

           hire candidate i 
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พิจารณาดูพบวา ผูสมัครคนที่ i ถูกจางเมื่อคนที่ i ดีกวาผูสมัครคนที่ 1 ถึงคนท่ี i-1 ดงันั้น ผูสมัครคนท่ี i จะมีความ

นาจะเปนคือ 1/i ที่จะมีคุณสมบัติดีกวาคนที่ 1 ถึงคนที่ i-1  และดังนั้นความนาจะเปนที่ผูสมัครคนที่ i จะถูกจาง

คือ 1/i 

จาก lemma E[Xi] = Pr{ผูสมัครคนที่ i ถูกจาง} เราจึงสรุปไดวา E[Xi] = 1/i 

ทีนี้เรามาคำนวณหา E[X] ไดดังนี้ 

𝐸[𝑋] = 𝐸 𝑋 = [𝑋 ] =
1

𝑖
= ln 𝑛 + 𝑂(1) 

Lemma: สมมติใหผูสมัครเขามาสัมภาษณดวยลำดับที่สุม อัลกอริทึม Hire-Assistant จะมีคา hiring cost 

ทั้งหมดเทากับ O (ch ln n)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

วิธีการทำใหขอมูลกลายเปนขอมูลแบบสุม (Randomization method)  

ในการสุมขอมูลอินพุตดวยการสลับตำแหนงของอินพุตอาเรย เราจะทำการกำหนดคา priority P[i] ใหกับสมาชิก

แตละตัวในอาเรย A[i]  แลวจึงทำการเรียงลำดับสมาชิกของอาเรย A ตามลำดับคา priority  ซึ่งมีวิธีการทำ 2 วิธี

ดังนี้ 

Pseudo code: Randomized-Hire-Assistant(n) 

randomly permute the list of candidates 

best = 0 // dummy candidate 

for i = 1 to n  

 do interview candidate i 

 if candidate i is better than candidate best 

  then best = i 

           hire candidate i 
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1. Permute by sorting เราทำการกำหนดชวงคา priority อยูในชวงของ  1 ถึง n3 เพ่ือใหแนใจวาคา 
priority จะไมซ้ำกัน ดังโคดดานลาง ซึ่ง เวลาที่ใชในโคดบรรทัดที่ 4 จะขึ้นอยูกับ sorting algorithm ที่

เราเลือกใช เชนหากเลือกใช merge sort จะใชเวลาประมาณ  Θ(𝑛 lg 𝑛) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. Randomized in place เปนการเรียงอาเรยในตำแหนงที่มี ซึ่งกระบวนการนี้จะใชเวลาประมาณ O(n) 
ดังโคดดานลาง 
 

 

 

 

 

ตัวอยาง randomized in place  

 

 

 

 

 

 

Pseudo code: Permute-By-Sorting(A) 

N = length[A] 

for i = 1 to n  

 do P[i] = Random(1,n3) 

sort A, using P as sort keys 

return A 

Pseudo code: Randomize-In-Place(A) 

N = length[A] 

for i = 1 to n  

 do swap (A[i], A[Random(1,n)] 

 

4 

6 3 5 5 

1 
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บทที ๑๐ การเรียงลาํดบัข้อมลูแบบฮีป ( heap and heap sort ) 

โครงสรางขอมูลแบบ (binary) heap คืออาเรยของวัตถุที่มีลักษณะเกือบคลายกับ binary tree แตละโหนด

ของทรีก็คือสมาชิกของอาเรย   

อาเรย A ใดๆที่ใชแสดงเปนโครงสรางแบบ heap นั้นจะเปนวัตถุที่ประกอบดวย 2 คาคือ   

- length[A] คือจำนวนสมาชิกที่อยูในอาเรย 
- heap-size[A]  จำนวนของสมาชิกที่อยูใน heap ในอาเรย A 

ตัวอยาง heap แสดงดงัรปู 

 

สำหรับ binary heap มีอยูดวยกันสองชนิดคือ 

Max-heaps ซึ่ง สำหรับทุกโหนด i ที่ไมใช root node คาของ  A[parent(i)]   ≥ A[i] 
Min-heaps ซึ่ง สำหรับทุกโหนด i ที่ไมใช root node คาของ  A[parent(i)] ≤ A[i] 
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ตัวอยาง max heaps แสดงดังรูป

 

สำหรับอัลกอริทมึที่ใชในการจัดเรียงโหนดของ max heaps มีดังนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

Psudo code: Max-Heapify(A,i) 

l = left(i) 

r = right(i) 

if l ≤ heap-size[A] and A[l] > A[i] 

 then largest = l 

else    largest = i 

if  r ≤ heap-size[A]  and A[r] > A[largest] 

 then largest = r 

If largest != i 

 then exchanged A[i] and A[largest] 

          Max-Heapify(A,largest) 
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วิเคราะหเวลาที่ใชในการรันอัลกอริทึม Max-Heapify(A,i) จะพบวาจากรูปดานลางคา recurrence คือ 

𝑇(𝑛) ≤ 𝑇 + Θ(1) 

 

ใช master theorem วิเคราะหไดวา เรามี   a=1, b=3/2, f(n)= 1 ดังนั้น   

𝑛 = 𝑛 / = 𝑛 = 1 

เนื่องจาก 𝑓(𝑛) = Θ(𝑛 ) = Θ(1) เราก็สามารถใชกรณีที่ 2 ของ master theorem ไดก็จะสามารถ

สรุปไดวาเวลาที่ใชในการรันอัลกอริทึม Max-heapify คือ 𝑇(𝑛) = Θ(𝑛 lg 𝑛) =  Θ(lg 𝑛) 

 

สำหรับการสราง max heaps ขึ้นมาเราใชอัลกอริทึมที่ชื่อวา build max heap ซึ่งมีรายละเอียดดังโคดตอไปนี้ 

 

 

 

 

Psudo code: Build-Max-Heap(A) 

heap-size[A] = length[A] 

for 𝑖 = ⌊𝑙𝑒𝑛𝑔𝑡ℎ[𝐴]/2⌋  downto 1 

 do Max-Heapify(A,i) 
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วิเคราะหความถูกตองของอัลกอริทึม Build-Max-Heap(A) โดยการใชเทคนิค loop invariants ไดดังนี้ 

กำหนดให loop invariant คือ กอนที่จะเริ่มแตละรอบของ for loop ในบรรทัดที่ 2-3 นั้น แตละโหนด i+1, 

i+2,…,n จะตองเปน root ของ   max-heap 

พิสูจนแตละขั้นตอนดังนี้ 

Initialization:  

กอนที่จะรันรอบที่ 1 คา 𝑖 = ⌊𝑛/2⌋ แตละโหนด ⌊𝑛/2⌋ + 1, ⌊𝑛/2⌋ + 2, … , 𝑛 ก็จะเปน leaf 

node และดังนั้น root ก็ตองเปน max-heap  (True!!) 

Maintenance: 

ถา children ของโหนด i มีคามากกวา i แลว ทั้งสองโหนดนั้นจะเปน root ของ max-heap 

เงื่อนไขกำหนดใหเรียกฟงกชัน   Max-Heapify(A,i) เพ่ือทำให โหนด i เปน root  เสร็จแลวทำการลดเลขจำนวน

รอบลงเพ่ืออัพเดทคา loop invariant ของรอบถัดไป (True!!)    

Termination:  

ตอนจบ   i =0 แตละโหนด 1,2,….,n เปน root ของ max-heap ซึ่งโหนด 1 ก็เปน root (True!!)  

 

วิเคราะหเวลาที่ใชในการรันอัลกอริทึม Build-Max-Heap(A) ไดดังนี้ 

 

 

 

 

 

ดังนั้น 𝑇(𝑛) = 𝑂(𝑛 lg 𝑛) 

 

 

heap-size[A] = length[A] 

for i =    downto 1 

 do Max-Heapify(A,i) 

Times 

1 

n/2+1 

n/2.O(lg n) 
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สุดทายเม่ือเราทำการสราง max heaps ขึ้นมาแลว เราตองทำการเรียงโหนดทัง้หมดดวยอัลกอริทึมที่ชื่อวา heap 

sort ซึ่งมรีายละเอียดดังโคดตอไปนี้ 

 

 

 

 

 

 

วิเคราะหเวลาที่ใชในการรันอัลกอริทึม Heapsort(A) ไดดังนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

ดังนั้น 𝑇(𝑛) = 𝑂(𝑛 lg 𝑛) 

 

แบบฝกหัด  

1. ใหทำการเรียงขอมูลตอไปนี้จากนอยไปมากดวยวิธีการ heap sort  8, 17, 12 , 15 ,92 , 16, 11, 52, 41 
 

Psudo code: Heapsort(A) 

Build-Max-Heap(A) 

for i = length[A]  downto 2 

 do exchange A[1] and A[i] 

 heap-size[A] = heap-size[A] -1 

 Max-Heapify(A,1) 

Build-Max-Heap(A) 

for i = length[A]  downto 2 

 do exchange A[1] and A[i] 

 heap-size[A] = heap-size[A] -1 

 Max-Heapify(A,1) 

Times 

O(n) 

n 

n-1 

n-1 

n-1 . O(lg n) 
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บทที ๑๑ การเรียงลาํดบัข้อมูลแบบรวดเรว็ ( quick sort ) 

การเรียงลำดับขอมูลแบบรวดเร็ว มีแนวคิดอยูบนพ้ืนฐานของ divide and conquer ซึ่ง worst-case running 

time คือ Θ(𝑛 ) เม่ือ n คือขนาดของอินพุตอาเรย และ Expected running time คือ Θ(𝑛 lg 𝑛) 

อัลกอริทึมของ Quick sort มีดังนี้ 

 

 

 

 

 

ซึ่งฟงกชัน partition คือการแบงขอมูลเปน 2 กลุม ซึ่งกลุมนึงจะมีคามากกวาคาที่ใชอางอิง สวนอีกกลุมจะเก็บ

คาที่มีคานอยกวาคาที่ใชอางอิง สวนคาอางอิง เรียกวา คา pivot 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pseudo code: Quicksort(A, p,r) 

if p < r 

 then q = Partition(A,p,r) 

  Quicksort(A,p, q-1) 

  Quicksort(A, q+1 , r) 

Psuedo code: Partition(A, p,r) 

x = A[r] 

i = p-1 

for j = p to r-1 

 do if A[j] <= x 

  then i = i +1 

  exchange A[ i ] and A[ j ] 

exchange A[i+1] and A[r] 

return i+1 
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ซึ่งหลักการ partition แสดงดังแผนภาพ จะเห็นวาอาเรยถูกแบงเปนกลุมที่มีคามากกวา pivot กับกลุมที่มีคานอย

กวาหรือเทากับ pivot เม่ือเลขตัวที่กำลังเช็คนั้นมีคามากกวา pivot เลขนั้นก็จะถูกเพ่ิมในฝงของอาเรยที่เปนกลุม

คามากกวา x  

 

 

 

 

 

 

 

ถาหากเลขที่กำลังเช็คนั้นมีคานอยกวาหรือเทากับ pivot เลขนั้นก็จะไปเพ่ิมฝงกลุมที่มีคานอยกวาหรือเทากับ x ดัง

รูป 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

>x 

pivot 

p i j r 

≤ x > x 

pivot 

p i j r 

≤ x > x 

≤ x 

pivot 

p i j 

 

r 

≤ x 

> x 

pivot 

p i j r 

≤ x > x 
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วิเคราะหความถูกตองของอัลกอริทึม quick sort 

กำหนดให loop invariant ประกอบไปดวยเงื่อนไข 3 ขอดังนี้ 

กอนที่จะรันลูปแตละรอบสำหรับ array ที่มีคาตำแหนง k ใดๆ  เงื่อนไขเหลานี้ตองเปนจริง 

1.  p ≤ k ≤ i, then A[k] ≤ x 

2. If i+1 ≤ k ≤ j-1, then A[k] > x 

3. If k=r then A[k] = x  

Initialization: กอนที่จะรันลูปรอบที่ 0 คา i= p-1 และ  j=p  

เงื่อนไขที ่1 : ระหวางตำแหนง p และ i ไมมีคาขอมูล  

เงื่อนไขที ่2: ระหวางตำแหนงที่  i+1 และ j-1 ไมมีคาขอมูล 

เงื่อนไข 3: บรรทัดที่ 1  x = A[k]  

ดังนั้นเงื่อนไขทั้ง 3 ขอเปนจริง (True!!) 

Maintenance: 

เมื่อ   A[j]<=x, คา i จะเพ่ิมและเราจะสลับคากันระหวาง A[i] กับ A[j] ดังนั้นคา j ก็จะเพ่ิม เงื่อนไขที่ 1 ก็เปนจริง 

เมื่อ A[j] >= x คา j จะเพิ่ม ดังนั้นเงื่อนไขที่ 2 เปนจริง 

จากบรรทัดที่ 1 ทำใหเงื่อนไขที่ 3 เปนจริง 

ดังนั้นเงื่อนไขทั้ง 3 ขอเปนจริง (True!!)   

Termination: 

เมื่อจบการรัน j = r อาเรยจะถูกแบงออกเปน   3 สวนตามเงื่อนไขดานบน  (True!!) 
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วิเคราะหเวลาที่ใชในการรันอัลกอริทึม quick sort 

เราแบงการวิเคราะหออกเปน 2 กรณีดังนี้ 

1) Worst-case partitioning ถาแบงพาทชิั่นออกเปนสมาชิก n-1 ตัวกับ 0 ตัว คา running time จะเปน 

𝑇(𝑛) = 𝑇(𝑛 − 1) + Θ(𝑛) ดังนั้น running time คือ Θ(𝑛 ) 
2) Best-case partitioning ถาแบงพาทชิั่นออกเปนสมาชิกกลุมละ n/2 ตัว คา running time จะเปน

 𝑇(𝑛) ≤ 2𝑇(𝑛/2) + Θ(𝑛) ดังนั้น running time คือ Θ(𝑛 lg 𝑛) 
ซึ่งพบวาคา average running time เองก็มีคาใกลเคยีงกับ best-case running time เชนกัน 

 

สำหรับ quick sort อัลกอริทึม เราสามารถออกแบบเวอรชันท่ีเปน randomized quick sort ไดดังโคดตอไปนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

แบบฝกหัด  

1. ใหทำการเรียงขอมูลตอไปนี้จากนอยไปมากดวยวิธีการ quick sort  16, 14 , 51 , 2 ,15 , 19, 17 , 13 
 

 

 

Randomized-Partition(A,p,r) 

i = Random(p,r) 

exchange A[r] and A[i] 

return Partition(A,p,r) 

Randomized-Quicksort(A,p,r) 

if p < r 

 then q = Randomized-Partition(A,p,r) 

  Randomized-Quicksort(A,p, q-1) 

  Randomized-Quicksort(A, q+1 , r) 
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บทที ๑๒ การเรียงลาํดบัข้อมูลในเวลาเชิงเส้น ( sorting in linear time ) 

อัลกอริทึมท่ีใชเรียงขอมูลที่กลาวถึงกอนหนานี้ทั้งหมด เปนอัลกอริทึมท่ีเปรียบเทยีบคากันระหวางตัวเลขในอินพุต

เทานั้น ซึ่งกระบวนการเปรียบเทยีบระหวางตัวเลขนี้ จะมี wost case running time ประมาณ  Ω(𝑛 lg 𝑛 ) 

ในบทนี้จะพิจารณาอัลกอริทึมอื่นๆที่เรียงขอมูลโดยใชเวลานอยกวา อัลกอริทึมกอนหนา มีดังนี้ 

1. Counting sort เปนอัลกอริทมึที่ใชเรียงขอมูล ที่มีหลักการคือการนับคาของอินพุตและทำตำแหนง
สำหรับเรียงขอมูล ซึ่งมีรายละเอียดโคดดังนี้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
การวิเคราะห running time ของ counting sort พบวา ถาเรามีอินพุตขนาด n ใดๆ ซึ่งคาขอมูลจะอยู
ในชวง 0 ถึง k เทานั้น ถากำหนดให k คือเลขจำนวนเต็มใดๆ ดังนั้น  

• โคดบรรทัดที่ 1-2 ใชเวลา Θ(𝑘) 

• โคดบรรทัดที่ 3-4 ใชเวลา  Θ(𝑛) 

• โคดบรรทัดที่5-6 ใชเวลา Θ(𝑘) 

• โคดบรรทัดที่7-9 ใชเวลา Θ(𝑛) 

ดังนั้นโดยรวม การเรียงขอมูลจะใชเวลา Θ(𝑘 + 𝑛) ถาเราให running time ของ k ประมาณ k = O(n)  

running time โดยรวมของ quick sort คือ Θ(𝑛)  ซึ่ง Counting sort นั้นมีลักษณะ stable (คำวา 

stable คือ ตัวเลขที่มีคาเทากัน ที่อยูในอินพุตลำดับกอนหลัง  เมื่อเรียงแลวก็ตองอยูลำดับกอนหลังตามนั้น

ดวย)  

for  i=0 to k 

 do C[ i ] = 0 

for  j=1 to length[A] 

 do C[A[ j ]] = C[A[ j ]]+1 

for i = 1 to k 

 do C[i] = C[i] + C[i-1] 

for j=length[A] downto 1 

 do B[C[A[ j ]]] = A[ j ] 

 C[A[ j ]] = C[A[ j ]] -1 
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2. Radix sort เปนอัลกอริทึมที่ใชเรียงขอมูล ซึ่งมีลักษณะเปน stable ดวย ซึ่งมักจะใชอัลกอริทึมนี้ในการ
เรียงขอมูลที่มีการบันทึกเปนหลายๆสวน เชน เรียงวันที่ (เนื่องจากวันที่มี ป เดือน และวัน แยกกัน)  
รายละเอียดโคดมีดังนี้ 
 
 
 
 
การวิเคราะห running time ของ  radix sort พบวา เมื่อตัวเลขแตละหลักอยูในชวงคา   0 ถึง k-1 และ 

k เปนคาที่ไมมากนัก ดังนั้นการรันตัวเลข n ตัวใดๆ ที่แตละหลัก จะใชเวลา Θ(𝑛 + 𝑘) ซึ่งขอมูล

อินพุตมีทั้งหมด d หลัก ดังนั้นเวลาที่ใชในการรันทั้งหมดคือ Θ(𝑑(𝑛 + 𝑘)) เม่ือ d เปนคาคงที่ และ
k = O(n) อัลกอริทึม radix sort จะใชเวลารันแค linear time 
ถากำหนดใหตัวเลข n จำนวนใดๆ มี b bit ตอตัวเลขและเปนเลขจำนวนเต็มบวก คา r ≤ b ดังนั้น

อัลกอริทึม radix sort  จะใชเวลา Θ((𝑏/𝑟)(𝑛 + 2 )) 
 

3. Bucket sort เปนอัลกอริทึมที่ใชเรียงขอมูล โดยที่กำหนดใหอินพุตถูกสรางแบบสุมโดยที่สมาชิกจะมีคา
อยูในชวง [0,1) วิธีการคือทำการแบงชวง [0,1) เปนคาเทาๆกัน n ชวง (ตรงนี้เราเรียกวา bucket) ใหทำ
การกระจายอินพุต n ตัวลงไปใสใน bucket แลวก็ทำการเรียงตัวเลขในแตละ bucket แลวจึงจะดึงคา
ออกจาก bucket ตามลำดับ ก็จะทำใหไดขอมูลที่เรียงกันเรียบรอย  อัลกอริทึม มีโคดดังนี้ 
 

 

 

 

 

 

การวิเคราะห running time ของ bucket sort พบวาขึ้นอยูกับโคดบรรทัดที่ 5  เราก็ทำการวิเคราะห cost ของ

การเรียกใชอัลกอริทมึ insertion sort ในบรรทัดที่ 5 และกำหนดใหจำนวนครั้งของการเรียกใช insertion sort 

เปน  2 -1/n ดังนั้น  running time ของ bucket sort คือ 

 𝑇(𝑛) = Θ(𝑛) + 𝑛. 𝑂 2 −
1

𝑛
= Θ(𝑛) 

แบบฝกหัด  ใหทำการเรียงขอมูลตอไปนี้จากนอยไปมากดวยวิธีการ counting sort  2, 5, 0, 1, 1, 3, 4, 1, 4, 2 

for  i = 1 to d       // d is the highest-order digit 

 do use a stable sort to sort array A on digit i 

n = length[A] 

for i = 1 to n 

 do insert A[i] into list B[              ] 

for i = 0 to n-1 

 do sort list B[i] with insertion sort 

concatenate the lists B[0], B[1], ... , B[n-1] together in order. 
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บทที ๑๓ ต้นไมท้วิภาค ( binary search tree ) 

Binary search tree จะมีการจัดการในรูปแบบของ binary tree โดยที่โหนดแตละอันจะมีโครงสรางขอมูลสาม

สวนคือ left กับ right และ p ซึ่งจะทำหนาที่ชี้ไปยังโหนดท่ีเปนโหนด left child โหนด right child และ  

parent ตามลำดับ 

คุณสมบัติของ binary search tree มีดังนี้  

กำหนดให  x เปนโหนดที่อยูใน binary search tree ถาหากวา y เปนโหนดที่อยูใน subtree ดานซายของ x แลว 

key[y] ≤ key[x] ถาหากวา y เปนโหนดที่อยูใน subtree ดานขวาของ x แลว key[x] ≤  key[y] 

ซึ่งเวลาที่ใชในการรันจะอยูที่ประมาณ ความสูงของ tree โดยที่คาความสูงของ tree ที่คาดไว (expected height 

of a binary search tree) จะประมาณ  O(lg n) ดังนั้นโดยทั่วไปแลว จะใชเวลาเฉลี่ยในการทำ operation 

ตางๆอยูที่ Θ(lg 𝑛) 

สำหรับ operation ตางๆที่ทำกับ binary search tree มีดังนี้ 

1. Inorder-tree-walk คืออัลกอริทึมในการแสดงคาในโหนดของ binary search tree แตละโหนด ซึ่งมี
โคดดังนี ้

 

 

 

 

 

2. Tree-search คืออัลกอริทึมที่ใชในการเสิรชหาคาขอมูลใน binary search tree มโีคดดังนี้ 
 
 
 
 
 
 
 

Pseudo code: Inorder-Tree-Walk(x) 

if x != NIL 

 then Inorder-Tree-Walk(left[x]) 

 print key[x] 

 Inorder-Tree-Walk(right[x]) 

Pseudo code: Tree-Search(x,k) 

if x = NIL or k = key[x] 

 then return x 

if k < key[x]  

 then return Tree-Search(left[x],k) 

  else return Tree-Search(right[x],k) 
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3. Tree-minimum และ Tree-maximum คืออัลกอริทึมที่ใชหาคานอยที่สุดและคามากท่ีสุดใน binary 
search tree ซึ่งมโีคดดังนี้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

4. Tree-successor คือ อัลกอริทึมท่ีทำหนาที่หาคาขอมูลที่มากถัดตอไปจากตัวปจจุบันใน binary search 
tree ซึ่งมีโคดดังนี้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Pseudo code: Iterative-Tree-Search(x,k) 

while x != NIL and k != key[x] 

 do if k < key[x] 

  then x = left[x] 

  else x = right[x] 

return x 

Pseudo code: Tree-Minimum(x) 

while left[x] != NIL 

  do x = left[x] 

return x 

Pseudo code: Tree-Maximum(x) 

while right[x] != NIL 

  do x = right[x] 

return x 

Pseudo code: Tree-successor(x) 

if right[x] != NIL 

 then return Tree-Minimum(right[x]) 

Y=p[x] 

while y!=NIL and x = right[y] 

 do x=y 

 y=p[y] 

return y 
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5. Tree-insert คืออัลกอริทึมที่ใชทำการเพ่ิมเลขตัวใหมลงไปใน binary search tree ซึ่งมีโคดดังนี้ 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pseudo code: Tree-Insert(T,z) 

y = NIL 

x = root[ T ] 

while  x != NIL 

 do y = x 

 if key[ z ] < key[x] 

 then x = left[x] 

 else x = right[x] 

p[z]  = y 

if y = NIL 

 then root[ T ] = z 

 else if key[z] < key[y] 

  then left[y] = z 

  else right[y] = z 
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6. Tree-delete คืออัลกอริทึมที่ใชทำการลบโหนดออกจาก binary search tree ซึ่งมีโคดดังนี้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pseudo code: Tree-Delete (T,z) 

if  left[z] = NIL or right[z] = NIL 

 then y = z 

 else y = Tree-Successor(z) 

if  left[y] != NIL 

 then x=left[y] 

 else x = right[y] 

If x != NIL 

 then p[x] = p[y] 

If p[y] = NIL 

 then root[T] = x 

 else if y = left[ p[y]] 

  then left[ p[y]] = x 

  else right[ p[y]] = x 

if y != z 

 then key[z] = key[y] 

 copy y’s satellite data into z 

return y 
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บทที ๑๔ ต้นไมเ้อวีแอล ( AVL tree ) 

คือการทำให binary search tree นั้นมีความสูงของ tree แบบสมดุล (balance)  

ความสูงของทรี (height of a tree) คือความยาวของ path ที่ยาวที่สุดตั้งแต root จนถึง leaf 

ความสูงของโหนด (height of a node) คือความยาวของ path ที่ยาวที่สุดตั้งแต node นั้นๆจนถึง leaf  

ตัวอยางเชนภาพดานลาง ความสูงของ tree คือ 3 สวนความสูงของโหนดเลข 50 คือ 0 

ดังนั้น ความสูงของโหนด = คาที่มากที่สุดระหวาง โหนดลูกดานซาย กับโหนดลูกดานขวา 
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ALV tree คือ binary search tree ที่มีความสูง balance ซึ่งมีเงื่อนไขวา สำหรับแตละโหนด x ใดๆ ความสูงของ 

subtree ดานซายและดานขวาของ x จะตองมีความแตกตางกันไมเกิน 1 ดังนั้น AVL tree ที่มีจำนวนโหนด n 

โหนด จะมีความสูงคือ O(lg n) 

 

 

 

 

 

 

ในการสราง AVL tree ใหมีความสูง balance นั้น ในกรณี  worse case คือเม่ือ sub tree ดานขวา มีความสูง 

มากกวา sub tree ดานซาย อยางนอย 1 เสมอๆ 

ดังนั้นเมื่อวิเคราะหความสูงของ AVL tree จะพบวา ถาหาก เรากำหนดให Nh คือเลขจำนวนโหนดนอยที่สุดใน 

ALV tree ที่มีความสูง h ดังนั้น  

Nh = 1 + Nh-1 + Nh-2  

Nh > Fh เมื่อให Fh เปนฟงกชัน Fibonacci  

Nh >  1.618h /51/2 

กำหนดให  Nh = n 

1.618h /51/2 < n 

จะไดวา h < 1.440 lg n ดังนั้น ความสูงของ ALV tree จะประมาณ lg n 

 

 

 

 

 

x 

|hr - hr | ≤ 1 

hr hl 
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การเพ่ิมขอมูลใน AVL tree ทำได โดยการใชวิธีการ binary search tree insert แลวจึงทำการ rotate เพ่ือให 

ความสูงของทรี balance ดังตัวอยางดานลางนี้ เมื่อทำการ insert โหนดที่มีเลข 23 เขาไป แลวพบวา tree ไม 

balance ดังรูป 
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ก็จะตองทำการ rotate ทรีเพ่ือใหความสูงนั้น balance ซึ่งหลักการ rotate ม ี2 แบบคือ left rotate และ right 

rotate แสดงดังรูป 

 

 

 

 

 

 

 

สำหรับอัลกอริทมึในการทำ left rotate มีดังนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

x 

A 

y 

B C 

x 

A 

y 

B 

C 

Left Rotate(T,x) 

Right Rotate(T,y) 

Pseudo code: Left-Rotate(T,x) 

y = right[x] 

right[x] = left[y] 

if left[y] != nil[T] 

 then p[left[y]] = x 

p[y] = p[x] 

if p[x]= nil[T] 

 then root[T] = y 

else if x = left[p[x]]  

 then left[p[x]] = y 

else right[p[x]] = y 

left[y] =x 

p[x] = y 
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เมื่อเราสราง AVL tree ซึ่งมีลักษณะเปน balanced binary search tree แบบนี้แลวทำใหเวลาที่ใชในการเรียง

ขอมูล ใชนอยลงดังนี้ 

1. การ insert ขอมูล n จำนวน จะใชเวลาเพียง O(n lg n) 
2. การแสดงขอมูลในทรี (inorder tree traversal) ใชเพียง O(n) 

 

แบบฝกหัด 

1. ทำการสราง AVL tree โดยใชฟงกชัน AVL insert เมื่อกำหนดใหอินพุตคือ  4, 7 , 5, 10, 23 , 65, 73 
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บทที ๑๕ ตารางแฮช ( Hash tables ) 

หลักการของ dictionary (Abstract data type) คือการจัดการชุดขอมูลแตละอันดวย คาคียขอมูล ซึ่งสามารถทำ

ไดหลาย operation ดังนี้  

1. INSERT(item) 
2. DELETE(item) 
3. SEARCH(key) 

hash table เปนโครงสรางขอมูลที่ใชสำหรับการสราง dictionary ซึ่ง worse case running time สำหรับการ 

search คือ O(n) แตวา expected time คือ O(1) 

กอนอ่ืนเรามาดูโครงสรางขอมูลอีกแบบที่เรียกวา direct address table กอน ซึ่งมีเซตของ universe U = 

{0,1,…,m-1} โดยที่ m มีคาไมมากนัก และให key เปนคาที่อยูใน  U ดังนั้น  direct-address table คืออาเรยที่

กำหนดใหมีขนาด T[0..m-1] ซึ่งแตละตำแหนง (เรียกวา slot)  ที่เก่ียวเนื่องดวยกันกับ key 

 

 

 

 

 

 

 

 

ซึ่งเวลาที่ใชในการทำ operation ตางๆ จะใชเวลาเพียงแค O(1) เทานั้น ซึ่งโคดของแตละ operation มีดังนี้ 

 

 

 

U 

(universe of keys) 

 

 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

K 

(actual keys) 

key satellite 
data 

2 

0 

9 

1 4 

6 

7 

3 

5 8 

DIRECT-ADDRESS-SEARCH(T, k) 

 return T[k] 

DIRECT-ADDRESS-INSERT(T, x) 

 T[key[x]] = x 

DIRECT-ADDRESS-DELETE (T, k) 

  T[key[x]] = NIL 
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ขอเสียของการทำ direct addressing table คือ  

1. คาคีย อาจจะไมเปนเลข ที่ไมใชเลขติดลบ ซึ่งวิธีการแกไขก็สามารถทำไดโดย ใช prehash เพ่ือแมปจาก
คียไปยังเลขที่ไมเปนเลขติดลบ  

2. Direct address table ตองการใชหนวยความจำมาก วิธีการแกไขก็สามารถทำไดโดยใชหลักการ 
hashing  

 

Hash table ถูกสรางขึ้นมาเพื่อใชในการจัดการขอมูลเหมือน direct address table แตวาวิธีนี้เราจะใชฟงกชัน 

hash ในการคำนวณหา slot ที่จะเก็บ key ดังนั้น ฟงกชัน hash จะทำการแมป คาคียใน universe ไปยัง slot 

ของ hash table ที่มีขนาด T[0..m-1] ไดเปนฟงกชัน  h: U -> {0,1,...,m-1} 

เราถือวาสมาชิกที่มีคาคีย k ใดๆ จะถูก hash ใหตรงกับ slot h(k) หรือเรียกอีกอยางวา  h(k) คือคา hash ของ k 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

0 

 

2 

3 

5 

 

 

8 

m-1 

U 
(universe of keys) 

 

 

 

K 

(actual keys) 

k1 

k2 

k4 

k3 

h(k1)=2 

h(k4)=3 

h(k2)=5 

h(k3)=8 
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ในการทำ hashing จะมีปญหาหนึ่งเรียกวา collision คือการที่ ใสคาลงไปใน hash ฟงกชันแลวไดคา slot 

เดียวกัน วิธีการแกไขมี 2 วิธีดังนี้ 

1. Hash with chaining คือการสรางลิสไวเก็บคียในกรณีที่ slot นึงมีคียมากกวา 1 คา ดังรูป 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

ซึ่งเวลาที่ใชในการทำ operation ตางๆ จะใชเวลาเพียงแค O(1) เทานั้น ซึ่งโคดของแตละ operation มีดังนี้ 
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(actual keys) 
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CHAINED-HASH-SEARCH(T, k) 

 search for an element with key k in list T[h(k)] 

CHAINED-HASH-INSERT(T, x) 

 insert x at the head of list T[h(key[x])] 

CHAINED-HASH-DELETE (T, k) 

  delete x from the list T[h(key[x])] 
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วิเคราะห running time ของอัลกอริทึม hash with chaining เริ่มจากเราตั้งสมมติฐานวา ไมวาจะมีอินพุต

อะไรเขามา โอกาสที่อินพุตเลขนั้นจะถูก hash เขาไปใสใน slot ทั้งหมด m สล็อตนั้นมีคาเทาๆกัน  ซึ่งเรียก

สมมติฐานนี้วา simple uniform hashing  ดังนั้น   

ให j = 0, 1 , …, m-1  แลวกำหนดใหความยาวของลิส T[ j ] เทากับ n j  ดังนั้น  

     n = n0 + n1 + …+ nm-1 

คาเฉลี่ยของ nj คือ E[nj] = α  = n/m 

เราสมมติตอวาคา hash h(k) ถูกคำนวณดวยเวลา O(1) ดังนั้นเวลาที่ใชในการเสิรชหา key k ใดๆนั้นก็จะใชเวลา

ขึ้นอยูกับความยาว nh(k) ของลิส T[h(k)]  พิจารณา 2 กรณีคือ 

1. กรณีที่เสิรชไมสำเร็จ ซึ่ง คา  expected time ที่จะเสิรชไมสำเร็จคือ  expected time ที่จะตองเสิรชไป

จนถึงสมาชิกตัวสุดทายของลิส T[h(k)] ซึ่ง ลิส T[h(k)] มีคาความยาว expected =E[nh(k)] = α ดงันนั

ค่า   expected จำนวนของสมาชิกในลิสที่จะตองเอามาคิดคอื α และคาเวลาทั้งหมดที่ตองใช (รวมถึง

เวลาที่ตองคำนวณ h(k) ดวย)  = O(1+ α) 
 

2. กรณีที่เสิรชสำเร็จ และหาคา k เจอ  ซึ่งคา  expected time ที่จะเสิรชหาสมาชิก x ใดๆ สำเร็จคือ
ตองเสิรชมากกวาจำนวนของสมาชิกที่ปรากฏกอน x ไป 1 ตัว  กำหนดให xi คือสมาชิกตัวที่ i ที่ insert 
ใสลงไปใน table เมื่อ i= 1,2,…,n  และให ki = key[xi] 
สำหรับคาคีย  ki และ  kj เรากำหนดคา  random variable Xij = I{h(ki)=h(kj)}  ซึ่งจากสมมตฐิานที่วา 
เรามี simple uniform hashing ดังนั้น  Pr{h(ki)=h(kj)} = 1/m และ E[Xij]= 1/m 
ดังนั้น expected จำนวนของสมาชิกในลิสที่จะตองถูกคนหาจนกวาจะสำเร็จคือ 
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ถาหากวาจำนวน slot ของ hash table มีคาอยางนอยเปนสัดสวนของจำนวนสมาชิกใน table เราจะมี  

n = O(m) และดังนั้น α=n/m = O(m)/m = O(1) และการคนหาจะใชเวลาโดยเฉลี่ยแค O(1) เทานั้น  

 

กอนที่จะไปดูวิธีแกปญหาของ collision แบบที่สอง เรามาดูรูปแบบของ hash function กันกอน 

ฟงกชัน Hash ที่ดีตองตรงกับเงื่อนไขสมมติฐานที่วาเปน  simple uniform hashing ก็คือ คียแตละคานั้นมีโอกาส

ที่จะ hash ใหไปลงใน slot ทั้งหมด m slot ไดเทาๆกัน  ซึ่งเงื่อนไขนี้ยากมากที่จะตรวจสอบได  

ลักษณะของสมการ hash function มีหลายวิธีดังตัวอยางตอไปนี้ 

The division method มสีมการคือ h(k) = k mod m ตัวอยางเชน ถาให hash table มีขนาด m=12 และ k 

= 100 ดังนั้น h(k)=4  

เรามักจะเลี่ยงบางคาของ m เชน m ไมควรเปนเลขยกกำลัง 2 แตวานิยมที่จะให m เปนจำนวนเฉพาะมากกวา  

The multiplication method มีสมการคือ h(k) = [m(k A mod 1)] หรือคือ  

h(k) = [(k.A) mod 2w ]>>(w-p)  โดยที่ คา A อยูในชวง 0 < A < 1 (แนะนำวา คา  A = (51/2 -1)/2 = 

0.6180339887)  และคา m = 2p  โดยกำหนดให k มีจำนวน w bit 
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ตัวอยางเชน ให k = 123456 , p = 14, m = 214 = 16384, w = 32 ถาให A = s/ 232 ซึ่งก็ประมาณ (51/2 -1)/2 

จะไดคา A = 2654435769 และ  k.s = 327706022297664  ดังนั้น k.s = (76300. 232) + 17612864 จะ

พบวา r0 = (76300. 232) และ r1 = 17612864 ตัวเลข 14 บิตซายของ r0 จะทำใหไดคา   h(k) = 67 

Universal hashing มีสมการคือ h(k) = [(ak+b) mod p] mod m โดยที่ a, b เปนคาแบบสุมอยู {0,1,..,p-1} 

และ p คือเลขจำนวนเฉพาะที่มีคามากกวาขนาดของ universe ดังนั้น 

กรณ ีworst case คา  ki != kj แลว Pr{h(ki)= h(kj)} = 1/m 

 

2. Open addressing จะมีโครงสรางที่กำหนดให แตละตำแหนงของ table เก็บคาสมาชิกที่เปลี่ยนแปลงได 

หรือเก็บคา NIL ซึ่งจะไมมี chaining และแตละ slot จะเก็บคาเดียวเทานั้น 

เมื่อทำการเสิรชหาคา จะตองหาจนกวาจะเจอคาหรือจนกวาแนใจวาไมมีคานั้น ซึ่ง open addressing นั้นทำให 

hash table เก็บคาจนเต็มทำให insert คาเพ่ิมอีกไมไดแลว  ดังนั้น  load factor α จะมีคาไมเกิน 1 

ในการทำ insertion โดยใช open addressing เราตองประเมิน (เรียกอีกอยางวา probe) has tableไปเรื่อยๆ 

จนกวาจะเจอชองวาง แทนที่จะกำหนดคาตายตัววาเปน 0,1,...m-1 ลำดับของตำแหนงของขอมูลจะขึ้นอยูกับ key 

ฟงกชัน hash จะอยูในรูปแบบ h:  U x {0,1,…,m-1}  ->  {0,1,…,m-1} สำหรับทุกๆคาคีย k, ลำดับของ probe 

คือ  <h(k,0) , h(k,1), … ,h(k, m-1)>  ซึ่งจะเปน   permutation ของ <0,1,…,m-1> 

ซึ่งอัลกอริทึมของ hash table แสดงดังตอไปนี้ 
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สำหรับสมการ hash function ที่ใชในการ probe มีหลายสมการดังนี้ 

Linear probing คือ ถากำหนดให ฟงกชัน hash เดิมคือ  h’:  U    ->  {0,1,…,m-1} และ วิธีการของ linear 

probing ใชฟงกชัน hash คือ h(k,i) = ( h’(k) + i ) mod m  เมื่อ  i = 0,1,…,m-1 ซึ่งขอเสียของวิธีนี้คอืใช

เวลานานมากในการสราง slot และคาเวลาเฉลี่ยการเสิรชขอมูลก็เพิ่มขึ้น  

Pseudo code: HASH-INSERT (T, k) 

i = 0 

repeat j = h(k,i) 

 if T[ j ] = NIL 

  then T [j ] = k 

   return j 

 else i = i+1 

until i = m 

error “hash table overflow” 

Pseudo code: HASH-SEARCH (T, k) 

i = 0 

repeat j = h(k,i) 

 if T[ j ] = k 

  then return j  

 i = i+1 

until T[ j ]=NIL or i =m 

return NIL 
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Quadratic probing คือ ถากำหนดใหฟงกชัน hash เดิมคอื h’:  U    ->  {0,1,…,m-1} และวิธีการของ 

quadratic probing ใชฟงกชัน hash คือ  h(k,i) = ( h’(k) + c1i +c2i2 ) mod m  เมื่อ  i = 0,1,…,m-1 และ c1 

กับ c2 ไมเทากับ 0 

Double probing คือ ถากำหนดใหฟงกชัน hash เดิมคอื h’:  U    ->  {0,1,…,m-1} และวิธีการของ double 

probing ใชฟงกชัน hash คือ h(k,i) = (h1(k) + i h2(k) ) mod m   เม่ือ i = 0,1,…,m-1 และ h1(k) และ h2(k) 

เปน hash function ใดๆ คาของ   h2(k)  ตองมคีาเปนจำนวนเฉพาะเทียบกับขนาดของ hash table (m)  

วิเคราะห running time ของ open addressing จะพบวาเราจะมีขอมูลไดมากที่สุด 1 ขอมูลตอ 1 slot 

ดังนั้น n ≤ m ซึ่งหมายถึงวา α ≤ 1 เราสมมติฐานวา มี uniform hashing ดังนั้น ลำดับของการ probe   

<h(k,0) , h(k,1), … ,h(k, m-1)> จะใชเพ่ือ insert หรือ search หาคาคียแตละคีย ซึ่งประมาณเทาๆกับ   

permutation ลำดับใดๆ ของ (0,1,…,m-1)   

คา  expected ของจำนวนครั้งที่ทำ probe ในกรณีที่ search ไมสำเร็จอยูที่สูงสุดคือ 1/(1- α) ดังนั้น การ 

insert ขอมูลลงไปใน  opening address hash table ดวย load factor α จะตองการสูงสุด 1/(1- α) probe 

โดยเฉลี่ย เมื่อสมมติฐานวามี uniform hashing 

คา expected ของจำนวนครั้งที่ทำ probe ในกรณทีี่ search สำเร็จก็จะอยูที่สูงสุดคือ   1
1

ln
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บทที ๑๖ วิถีสนัสุดจากแหล่งเดียว ( single source shortest path ) 

ปญหาบางอยางตองการหาระยะที่สั้นที่สุด เชนคนขับรถตองการหาทางที่สั้นที่สุดจาก เมือง Chicago ไปเมือง 

Boston โดยที่มีแผนที่ของอเมริกาให คำถามคอื เราจะหาทางที่สั้นที่สุดไดอยางไร  

รูปแบบของปญหา shortest path 

กำหนดให weighted directed graph G=(V,E) โดยที่ฟงกชัน weight คือ w : E -> R  

เราจะทำการแมป edge เขากับคา weight  ทำไดดังนี้ 

กำหนดให  path p = (v0 , v1 ,…, vk ) และ (vi , vi+1 ) ϵ E  เมื่อ 0 ≤ i < k 

คา weight ของ path p = (v0 , v1 ,…, vk ) คือผลรวมของ weight ของ edge ที่มทีั้งหมด ดังสมการ  
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เรากำหนดคา weight ของระยะที่สั้นที่สุดจาก u ไปยัง v โดยที่  

}:)(min{),( vupwvu
p

  

ถาหากวาไมมี path จาก u ไปยัง v แลว ),( vu  

ตัวอยางดังรูป จะเห็นวาระยะที่สั้นที่สุดจาก s ไปยัง c คิดมาจากหาระยะที่สั้นที่สุดของ path =(s,a,c) และ 

(s,b,d,c) และ (s,b,a,c) ซึ่งพบวาระยะที่สั้นที่สุดคือ path ของ (s,b,d,c) 
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การนำเสนอปญหา shortest path ทำไดดังนี้ 

กำหนดใหกราฟ G=(V,E)  สำหรบัแตละโหนด v ϵ V เราให  predecessor ¶[v] คือโหนดกอนหนาโหนด v มีคา

คือชื่อโหนดอ่ืนที่อยูกอนหนา หรือคือคา NIL  

เรากำหนดให d(v) เปนคาที่อยูขางในโหนด เพ่ือแสดงคาของ weight ปจจุบัน   

เรากำหนดให ¶[v] เมื่อ v คือโหนดใดๆ ซึ่งแทนคาโหนดกอนหนา ใน  path ที่ดีที่สุดที่จะไปยังปลายทาง v  

Negative weighted edges คือ edge ที่มีคา weight เปนลบ และหากมี negative weight cycle จากโหนด

เริ่มตน จะทำใหเราหาคา shortest path ไมได  ดังนั้นถามี negative-weight cycle บน path จากโหนด

เริ่มตน s ไปยังปลายทาง v เราจะให ),( vs  ตัวอยางของ negative weight cycle ดังรูป 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

โครงสรางทั่วไปของ shortest path มีสองข้ันตอนหลักดังนี้ 

1. Initialize single source ทำไดโดย 

สำหรับโหนด u ϵ V เรากำหนดให d[v] = ∞  และ ¶[u] = NIL และ  d[s] = 0 
2. Relaxation ทำไดโดย  

เลือก edge(u,v) และทำการ relax(u,v) โดยเช็คเงือ่นไขตอไปนี้: 
ถา d[v] > d[u] + w(u,v)  แลว d[v] = d[u] + w(u,v)    และให   ¶[v] = u 
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โคดของอัลกอริทึม initialize single source และ relaxation มีดังนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

สำหรับอัลกอริทมึที่ใชในการแกปญหา shortest path มดีวยกันหลายวิธี ซึ่งที่เราจะกลาวถึงม ี3 วิธีดังตอไปนี้ 

1. Shortest path in directed acyclic graphs (DAG) เปนวิธีการที่เราคำนวณหาระยะที่สั้นที่สุดของ 
single source โดยใช running time เพียงแค O(V+E) โดยใชวิธี relaxation กับ edge ของ weighted 
directed acyclic graph(dag) ซึ่งอัลกอริทึมมีดังนี้ 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Pseudo code: Initialize-Single-Source(G,s) 

for each vertex v in V[G] 

 do d[v] = ꚙ 

       ¶[v] = NIL 

d[s] = 0 

Pseudo code: Relaxation(u,v,w) 

if  d[v] > d[u] + w(u,v) 

 then d[v] = d[u] + w(u,v) 

  ¶[v] = u 

topologically sort the vertices of G 

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s) 

for  each vertex u, taken in topologically sorted order 

 do for each vertex v ϵ Adj[u] 

  do RELAX(u, v, w) 
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ตัวอยางที่ 1 จงหา shortest path จาก s ไปยัง z ของรูปตอไปนี้ดวยวิธี DAG 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
วิธีทำ จะไดคำตอบดังรูป ซึ่งระยะที่สั้นที่สุดจาก s ไปยัง z คือ path =(s,x,y,z) ดวยระยะ weight=3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. Dijkstra algorithm เปนการแกปญหาในกรณีที่ ในกราฟ weighted directed graph G = (V,E) นั้น

ทุกๆ edge ไมมี negative edge เลย เราจะสมมติวา w(u,v) ≥ 0 สำหรับแตละ edge (u,v) ϵ E ซึ่ง
รายละเอียดโคดเปนดังตอไปนี้  
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วิเคราะห Dijkstra algorithm พบวา running time ของมันจะขึ้นอยูกับเราใชวิธีไหนในการทำ min-
priority queue ถาหากวาเราใชวิธี  binary min-heap ซึง่มี running time O(lg V) ถาหากวาทุกๆ
โหนดนั้นสามารถเดินทางไปไดจากโหนดเริ่มตน ดังนั้นเวลารวมทั้งหมดคือ  O((V+E)lg V) = O( E lg V) 
 
ตัวอยางที่ 2 จงหา shortest path จาก s ไปยัง z ของรูปตอไปนี้ดวยวิธี Dijkstra 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Pseudo code: Dijkstra(G,w,s) 

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s) 

S = ∅ 

Q = V[G] 

while Q != ∅ 

 do u = EXTRACT-MIN(Q) 

       S = S ꓴ {u} 

       for each vertex v ϵ Adj[u] 

  do RELAX(u,v,w) 
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วิธีทำ จะไดคำตอบดังรูป ซึ่งระยะทางที่สั้นที่สุดคือ path = (s,y,z) ดวยระยะ weight = 7 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

3. Bellman-Ford algorithm เปนการแกปญหา shortest-paths ในกรณีทั่วๆไปที่คา weight ของ 
edge อาจจะเปนเลขติดลบ ซึ่งอัลกอริทึมนี้จะใหคา True/False เพ่ือบอกวา มี negative-weight cycle 
ที่สามารถเขาถึงไดจากโหนดตนทางหรือไม ถาหากวามี negative-weight cycle อัลกอริทึมก็จะบอกวา
ไมสามารถหาคำตอบใหกับปญหา shortest path นี้ได ถาหากวาไมมี cycle ที่มีเลขติดลบ อัลกอริทึมก็
จะสรางคำตอบของ shortest path มาให  

 

 

 

 

 

 

Pseudo code: Bellman-Ford(G,w,s) 

INITIALIZE-SINGLE-SOURCE(G,s) 

for i =1 to |V[G]| -1 

 do  for each edge (u,v) ϵ E[G] 

  do RELAX(u, v , w) 

for each edge (u,v) ϵ E[G] 

 do if d[v] > d[u] + w(u,v) 

  then return false 

return true 
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วิเคราะห Bellman-Ford พบวา คา running time ประมาณ O(VE) เนื่องจากขั้นตอน   initialization ใชเวลา

ประมาณ O(V) และโหนดอีก |V|-1 โหนดจะตองเอา edgeมาหาคาในโคดบรรทัดที่ 2-4 ทำใหใชเวลาไป O(E) และ

สำหรับ loop ในโคดบรรทัดที่ 5-7 ใชเวลา O(E) 

ตัวอยางที่ 3 จงหา shortest path จาก s ไปยัง z ของรูปตอไปนี้ดวยวิธี Bellman-Ford  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

วิธีทำ จะไดคำตอบดังรูป ซึ่งระยะทางที่สั้นที่สุดคือ path = (s,y,x,t,z) ดวยระยะ weight = -2 
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บทที ๑๗ กาํหนดการพลวตั ( dynamic programming ) 

เปนหลักการ ซึ่งจะทำการแกปญหาดวยการแบงเปน ปญหายอยๆแลวเอาคำตอบของปญหายอยมารวมกัน ซึ่งจะ

คลายกับวิธี  divide-and–conquer แตวา dynamic programming จะใชไดเฉพาะกรณีที่ปญหายอยๆนั้นไมได

เปนอิสระตอกัน หมายถึง ปญหายอยๆนั้นแชรบางสวนกันอยู  

dynamic-programming อัลกอริทึมจะแกปญหายอยๆแคครั้งเดียวและบันทึกคำตอบไวในตารางเพ่ือลดเวลาที่

จะตองใชในการคำนวณคำตอบ ซึ่งอัลกอริทึมนี้มักจะถูกใชในงานดาน optimization ซึ่งสามารถมีคำตอบได

หลากหลายแบบ ดังนั้นเปาหมายคือจะตองหาคำตอบที่มี optimal (นอยสุดหรือมากสุด) 

ตัวอยางเชน ปญหา Fibonacci มีสมการคอื ซึ่งเราตองการที่จะคำนวณหา Fn 

• F1 = F2 = 1 

• Fn = Fn-1 + Fn-2  

 หากเราใชวิธีการตางๆกันในการแกปญหา Fibonacci ดังนี้ 

1. ใชวิธี Naïve Recursive Algorithm ดังโคดดานลาง จะพบวาเวลาที่ใชในการรันเปน exponential  

เพราะ T(n) = T(n-1) + T(n-2) + Θ(1) ดังนั้น T(n) >= 2 T(n-2) จะไดวา 𝑇(𝑛) = Θ(2 / ) 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. ใชวิธี Memoized Dynamic Programming Algorithm ดังโคดดานลาง จะพบวา fib(k) จะทำการ
คำนวณแคครั้งเดียว เมื่อตอนถูกเรียกใชครั้งแรกเทานั้น  ซึ่ง คา running time ในการเรียกสวนที่มีการจำ

คาไว สำหรับทุกๆ k ใดๆ คือ Θ(1) และจำนวนครั้งในการเรียกสวนที่ไมไดจำคาไว คือ n  
  fib(1), fib(2), … , fib(n)  

และสวนท่ีไมมี recursive ก็มี running time เทากับ  Θ(1) 

ดังนั้น running time ของอัลกอริทึมนี้ เทากับ Θ(𝑛) 

Pseudo code: fib(n) 

 if n <= 2 

  then f = 1 

 else  f = fib(n-1) + fib(n-2) 

return f 
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ทีนี้เรามาดูวิธี Dynamic programming กันบางวามีลักษณะอยางไร  ซึ่งหลักการโดยทั่วไปคือมีการจำและใช

คำตอบซำ้ๆกับปญหายอยๆ ดังนั้น dynamic programming คือการ recursion และ memorization  คา 

running time ก็จะเทากับ จำนวนของปญหายอย คูณกับ เวลาที่ใชตอปญหายอย   

ดังตัวอยาง Bottom-up Dynamic programming algorithm ตอไปนี ้ที่ม ีrunning time = Θ(𝑛) 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pseudo code: fib(n)  

memo= { } 

 if n is in memo  

  then return memo[n] 

 if n <=2  

  then f =1 

 else   f = fib(n-1) + fib(n-2) 

  

 memo[n] = f 

return f 

fib= { } 

for  k from 1 to n : 

 if k <=2  

  then f =1 

 else   f = fib[k-1] + fib[k-2] 

  

 fib[k] = f 

return fib[n] 
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ปญหานึงที่นิยมเอา dynamic programming algorithm เขามาใช คือ assembly line scheduling ดังตัวอยาง

ดานลาง 

 

ที่มาภาพ Thomas H. Corment, et al. Introduction to algorithms. 3rd ed 

 

ปญหา assembly line scheduling คือการหาวิธีที่ทำใหการผลิตในโรงงานเร็วที่สุด ซึ่งมอียู 2ทางเลือกคือ   

มาจาก station S1,j-1 และไปตอที่   station S1,j  

หรือ มาจาก station S2,j-1 และยายไปยัง station S1,j 

เมื่อ ai,j  คือคาเวลาที่ใชในการผลิต ณ station i,j ใดๆ และ ti,j คือเวลาที่ใชในการยายจาก station i,j ไปยัง 

station อื่น และ ei คือเวลาที่ใชในการเขาสูระบบ ณ ทาง assembly line i ใดๆ กับ xi คือเวลาที่ใชในการออก

จากระบบ ณ assembly line i ใดๆ 

ซึ่งวิธีแกปญหานี้เปน recursive โดยที่ เรากำหนดให f*แทนคาเวลาที่ใชนอยที่สุดในการผลิต ดังนั้น 

f* = min( f1[n] + x1 , f2[n] + x2 ) และกำหนดให 

f1[1] = e1 + a1,1  

f2[1] = e2 + a2,1   

ดังนั้น การแกปญหา recursive นี้จะมีสมการดังนี้  

f1[j] = f1[j-1] + a1,j  , and 
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f1[j] = f2[j-1] + t2,j-1 + a1,j 

f1[j] = min (f1[j-1] + a1,j  , f2[j-1] + t2,j-1 + a1,j ) 

f2[j] = f2[j-1] + a2,j  , and 

f2[j] = f1[j-1] + t1,j-1 + a2,j 

 f2[j] = min (f2[j-1] + a2,j  , f1[j-1] + t1,j-1 + a2,j ) 

ซึ่งก็คือ 

f1[j] = e1 + a1,1   ถาหาก  j = 1 

f1[j] = min (f1[j-1] + a1,j  ,  f2[j-1] + t2,j-1 + a1,j) ถาหาก   j ≥ 2 

f2[1] = e2 + a2,1  ถาหาก  j=1 

f2[j] = min (f2[j-1] + a2,j  , f1[j-1] + t1,j-1 + a2,j ) ถาหาก   j ≥ 2 

ดังนั้นจะคำนวณคำตอบของปญหาในตัวอยางนี้ไดดงัรปู 
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ที่มาภาพ Thomas H. Corment, et al. Introduction to algorithms. 3rd ed 

เมื่อทำการวิเคราะหคา running time ของอัลกอริทึมตางๆ ในการแกปญหา พบวา ถาหากเราใช  recursion คา  

running  time จะเทากับ Θ(2 )  ถาหากเราใชวิธี  bottom-up dynamic programming คา running 

time จะเหลือแค Θ(𝑛) 

สำหรับโคดที่ใชในการแกปญหา assembly line scheduling มีดังนี้ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Pseudo code: Fastest-Way(a, t, e, x, n) 

f1[1] = e1+ a1,1 

f2[1] = e2+ a2,1 

for j = 2 to n 

 do if f1[j-1] + a1,j  ≤ f2[j-1] + t2,j-1 + a1,j    

      then f1[j] = f1[j-1] + a1,j   

      l1[j] = 1  

      else f1[j] = f2[j-1] + t2,j-1 + a1,j 

   l1[j] = 2 

   

       if f2[j-1] + a2,j  ≤ f1[j-1] + t1,j-1 + a2,j    

      then f2[j] = f2[j-1] + a2,j   

      l1[j] = 2 

      else f2[j] = f1[j-1] + t1,j-1 + a2,j 

   l1[j] = 1 

if f1[n] + x1  ≤ f2[n] + x2   

 then f* = f1[n] + x1   

           l* = 1 

 else   f* = f2[n] + x2 

           l* = 2    
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