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What is asymptotic notation?

• We are concerned with how the running time of an 
algorithm increases with the size of the input in the 
limit, as the size of the input increases without bound.

• We use it to describe running time of an algorithm 
which are defined in terms of functions whose domain 
are N={0,1,2,3,…}

• Five asymptotic notations:
– Big theta
– Big O
– Big Omega
– Little O
– Little omega



Examples of the                notations ,,O



- Notations

• { f(n): there exist positive 
constants c1, c2, and n0 such that 
0 ≤ c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n) for all n ≥ n0 }  

• A function f(n) belongs to the set  if there exist 
positive constants c1 and c2 such that it can be 
“sandwiched” between c1 g(n) and c2 g(n), for 
sufficiently large n.
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• กาํหนดให ้                                   และ

• ตอ้งการพิสจูนว์า่ 

• จากนิยามของ เราตอ้งทาํการหาคา่ c1 และ c2 และ n0 ทีÉทาํให้
สมการตอ่ไปนี Êเป็นจรงิ 

• 0 ≤ c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n)
• เริÉมจากแทนค่าฟังกช์นั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได ้ 0 ≤   ≤                   ≤
• หารสมการทัÊงหมดดว้ย            จะได ้

Example:       - Notations
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ถา้ n > 6 เมืÉอไหร ่จะทาํให ้3/n ลู่เขา้สู่ 0 ซึÉงจะทาํให ้

ค่าของ  ½-3/n เกือบคงทีÉ ทีÉ ½  ดงันัÊนถา้เราเลือกค่า n ทีÉ >= 7 

ค่า c1 จะเป็นค่า <= 1/14 

ถา้ n >=1 แต่ n < 6 จะทาํใหค้่าของ ½-3/n ติดลบ

เราก็ตอ้งเลือกค่า c2 >= ½   (เพืÉอทีÉจะไดท้าํใหส้มการเป็น

บวก) พอ n=6 ก็จะได้ c2>=0  และเมืÉอ n >=7 จะทาํ

ให ้3/n วิÉงเขา้สู่ 0  ดงันัÊนค่า c2 จะ >= ½



• กาํหนดให ้                                        และ

• เราไดว้า่ ถา้ n = 6, c1 จะมีค่า <= 0  และถา้ n>=7, c1<=1/2
• ไดว้า่ ถา้ n>=1 ถึง n < 6, ค่า ½-3/n ติดลบ และถา้ n=6, c2 >=0 

และเมืÉอ n>=7, c2>=1/2 
• คาํถามคือ ถา้เช่นนัÊน เราทาํไมไม่เลือก c1 ทีÉ ½ และ n>=6 ลองมาแทน

ค่า สมการกนัดู

• พิจารณากรณี c1 ก่อน

• จะเห็นว่า สมการไม่เป็นจรงิ

• 36/2 ไม่นอ้ยกว่า 0

Example:       - Notations
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• กาํหนดให ้                                   และ

• เราไดว้า่ ถา้ n = 6, c1 จะมีคา่ <= 0  และถา้ n>=7, c1<=1/2
• ไดว้า่ ถา้ n>=1 ถึง n < 6, ค่า ½-3/n ติดลบ และถา้ n=6, c2 

>=0 และเมืÉอ n>=7, c2>=1/2 
• ถา้หากเราเลือก n>=7 และ c1 ทีÉ 1/14 ลองมาแทนค่า สมการกนัดู

• จะเห็นวา่ สมการเป็นจรงิ

Example:       - Notations
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• กาํหนดให ้                                   และ

• เราไดว้า่ ถา้ n = 6, c1 จะมีคา่ <= 0  และถา้ n>=7, c1<=1/2
• ไดว้า่ ถา้ n>=1 ถึง n < 6, ค่า ½-3/n ติดลบ และถา้ n=6, c2 

>=0 และเมืÉอ n>=7, c2>=1/2 
• สมมติถา้หากเราเลือก n>=7 และ c1 ทีÉ 1/2 ลองมาแทนค่า สมการ

กนัดู

• จะเห็นวา่ สมการไมเ่ป็นจรงิ

• 49/2 ไมน่อ้ยกว่า 49/2-21

Example:       - Notations
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• กาํหนดให ้                                         และ

• เราไดว้า่ ถา้ n = 6, c1 จะมีค่า <= 0  และถา้ n>=7, c1<=1/2
• ไดว้า่ ถา้ n>=1 ถึง n < 6, ค่า ½-3/n ติดลบ และถา้ n=6, c2 >=0 

และเมืÉอ n>=7, c2>=1/2 
• ทีนี Êเรามาเลือก c2 บา้ง ทีÉ n>=1 ถึง n<=5 จะแทนคา่สมการแลว้ไดต้ิด

ลบหมด แตว่า่ เมืÉอ n>=7 จะพบวา่คา่สมการลูเ่ขา้สู ่½ ดงัขอ้มลูดา้นบน
เนืÉองจาก เราตอ้งเลือก c2 ใหม้ากกว่าคา่คงทีÉ เราก็จะหาค่าคงทีÉ ทีÉทาํให ้
c2 มากกวา่เสมอไม่วา่ n จะเป็นอะไร

• พิจารณากรณี c2 >=1/2 
• จะเห็นว่า สมการเป็นจรงิ

Example:       - Notations
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• กาํหนดให ้                                   และ

• ตอ้งการพิสจูนว์า่ 

• จากนิยามของ เราตอ้งทาํการหาคา่ c1 และ c2 และ n0 ทีÉทาํให้
สมการตอ่ไปนี Êเป็นจรงิ 

• 0 ≤ c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n)
• เริÉมจากแทนค่าฟังกช์นั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได ้ 0 ≤   ≤                   ≤
• หารสมการทัÊงหมดดว้ย            จะได ้

Example:       - Notations
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จะเห็นว่า n>=1, C2 >=1/2
ส่วน n>=7, c1<=1/14

จะเห็นว่าเรามีเงืÉอนไขคา่ n สองคา่

สรุป เราก็เลือก n0 =7 
เพืÉอใหท้ัÊงสมการเป็นจริง ทีÉทาํให ้

c1 <= 1/14, c2 >= ½ 
ก็จะทาํใหพ้ิสจูนไ์ดว้่า
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• กาํหนดให ้                                   และ

• ตอ้งการพิสจูนว์า่ 

• จากนิยามของ เราตอ้งทาํการหาคา่ c1 และ c2 และ n0 ทีÉทาํให้
สมการตอ่ไปนี Êเป็นจรงิ 

• 0 ≤ c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n)
• เริÉมจากแทนค่าฟังกช์นั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได ้ 0 ≤   ≤       ≤
• หารสมการทัÊงหมดดว้ย            จะได ้
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36)( nnf  2)( nng 

))(()( ngnf 



2

1nc
36n 2

2nc
2n 21 60 cnc 

พจิารณา 6n <= c2 ดงันัÊน n <= c2/6 ถา้หากว่า เราเลือกค่า 

n เป็นเลขจาํนวนมาก ก็จะไม่สามารถมากกว่า c2/6 ได ้ซึÉง c2 
เป็นค่าคงทีÉ ก็จะไม่สามารถทาํใหเ้รากาํหนด n เป็นเลขมากๆได้

(เงืÉอนไขคือ for all n ≥ n0 )

หรือมองอีกมมุคือ ถา้พิจารณา 6n <= c2  
เมืÉอเราแทน n=1 จะไดว้่า c2 มากกว่า 6

พอแทน n=2 ก็ตอ้งได ้c2 มากกว่า 12 ซึÉง
จะเห็นว่าเราไม่สามารถหาค่าคงทีÉสกัคา่หนึÉง

ทีÉมากกว่าทกุกรณีของ n ใหก้บั c2 ไดเ้ลย 

(ตอ้งระบคุ่าคงทีÉไดว้่า c2 > ค่าคงทีÉนัÊนๆ)

พสิจูนไ์ดว้่าไม่

จรงิ

ทาํการหา c1  เราลองแทน n>=1, c1<=6, 
พอ n>=2 จะได ้c1<=12

ทาํไปเรืÉอยๆ เราจะยงัค่า c1 ทีÉนอ้ยกว่า ค่าทีÉ

เปลีÉยนไปได ้เพราะว่า c1 จะนอ้ยกว่า 6(ตํÉาสดุ)



• กาํหนดให ้                                   และ

• ตอ้งการพิสจูนว์า่ 

• จากนิยามของ เราตอ้งทาํการหาคา่ c1 และ c2 และ n0 ทีÉทาํให้
สมการตอ่ไปนี Êเป็นจรงิ 

• 0 ≤ c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n)
• เริÉมจากแทนค่าฟังกช์นั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได ้ 0 ≤   ≤                   ≤
• หารสมการทัÊงหมดดว้ย            จะได ้

Practice:       - Notations
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• กาํหนดให ้                                     และ

• เราไดว้า่ ถา้ n = 1, c1 จะมีคา่ < 0  และถา้ n=2, c1<=6 ถา้  

n=3, c1<=17 ไปเรืÉอยๆ 

• คาํถามคือ เราจะเลือก c1 ทีÉเท่าไหร ่เพืÉอให ้สมการเป็นจรงิ ลองมาแทน

ค่า สมการกนัด ูถา้หากเลือก n>=1 แลว้ c1<=6 
• พิจารณากรณี c1 ก่อน

• จะเห็นวา่ สมการไมเ่ป็นจรงิ

• 6 ไมน่อ้ยกว่า -2

Practice:       - Notations
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• กาํหนดให ้                                     และ

• เราไดว้า่ ถา้ n = 1, c1 จะมีคา่ < 0  และถา้ n=2, c1<=6 ถา้  

n=3, c1<=17 ไปเรืÉอยๆ 

• ถา้เราเลือก n>=2 แลว้ c1<=6 
• พิจารณากรณี c1 ก่อน

• จะเห็นวา่ สมการเป็นจรงิ

• 24 เท่ากบั 24

Practice:       - Notations
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• กาํหนดให ้                                     และ

• เราไดว้า่ ถา้ n = 1, c1 จะมีคา่ < 0  และถา้ n=2, c1<=6 ถา้  

n=3, c1<=17 ไปเรืÉอยๆ 

• ถา้เราเลือก n> 2 (n>=3)แลว้ c1<=6 
• พิจารณากรณี c1 ก่อน

• จะเห็นวา่ สมการเป็นจรงิ

• 54 นอ้ยกวา่ 130 

Practice:       - Notations
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• กาํหนดให ้                                    และ

• ไดว้า่ ถา้ n=1 , c2 >= -2 และเมืÉอ n=2, c2=2 เมืÉอ n>=3, 
c2>=17 จะเห็นวา่ เราสามารถเลือก เมืÉอ n>=1 , c2 >= 2 ได้

• เรามาลองทดสอบแทนค่าสมการด ูหาก 

• พิจารณากรณี n>=1 , c2 >=2 
• จะเห็นวา่ สมการไมเ่ป็นจรงิ

• 12 ไมไ่ดน้อ้ยกว่า 2 2121
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Practice:       - Notations
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• กาํหนดให ้                                    และ

• ไดว้า่ ถา้ n=1 , c2 >= -2 และเมืÉอ n=2, c2=2 เมืÉอ n>=3, 
c2>=17 จะเห็นว่า

• สมมตวิ่า พิจารณากรณี n>=2 , c2 >=2 
• จะเห็นว่า สมการไม่เป็นจรงิ

• 24 ไม่ไดน้อ้ยกวา่ 8
• ต่อใหเ้ราเปลีÉยนคา่ c2 ใหม้ากขึ Êนอีก

• แตว่่า คา่ของสมการตรงกลาง

• ก็จะยงัมากกว่า คา่ c2 ทีÉเราเลือกอยูด่ี
8241
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Practice:       - Notations
nnnf 42)( 4  2)( nng 

จะเหน็ว่า เราสามารถหาค่าคงทีÉ

ให ้c1 ไดแ้ตห่าให ้c2 ไม่ได ้

ดงันัÊน สรุปไดว้่า g(n) ไมไ่ดเ้ป็น 

big theta ของ f(n)



• กาํหนดให ้                                   และ

• ตอ้งการพิสจูนว์า่ 

• จากนิยามของ เราตอ้งทาํการหาคา่ c1 และ c2 และ n0 ทีÉทาํให้
สมการตอ่ไปนี Êเป็นจรงิ 

• 0 ≤ c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n)
• เริÉมจากแทนค่าฟังกช์นั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได ้ 0 ≤   ≤                   ≤
• หารสมการทัÊงหมดดว้ย            จะได ้

Practice:       - Notations
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หาค่า c1 เราลองแทน n=1, c1=-2 ถา้ n=2, c1=0 ถา้ 

n>4,  ค่าของ 4/n จะลู่เขา้สู่ 0 ดงันัÊนจะทาํให ้c1<=2
เราจะสรุปไดว้่า เมืÉอ n>=5 เราจะเลือก c1 <=2

ถา้ n =1, c2 = -2 เราก็ตอ้งเลือกค่า c2 >= 2   
(เพืÉอทีÉจะไดท้าํใหส้มการเป็นบวก) ถา้ n=2, c2 = 0, ถา้ 

n =4 , c2=2  ดงันัÊนสรุปไดว้่าเราจะเห็นว่า ถา้ n>=1 
เราจะเลือก c2 >= 2 
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• กาํหนดให ้                                        และ

• เราไดว้า่ ถา้ n=1 หรอื n=2, c1 จะมีค่า <= 0  และถา้ n>4, c1<=2
• ไดว้า่ ถา้ n=1 ค่า c2 ติดลบ และถา้ n=2, c2 >=0 และเมืÉอ n>4,

c2>=2 
• คาํถามคือ ถา้เช่นนัÊน ลองเลือก c1 ทีÉ 2 และ n>=4 ลองมาแทนคา่ 

สมการกนัดู

• พิจารณากรณี c1 ก่อน

• จะเห็นว่า สมการไม่เป็นจรงิ

• 36 ไม่นอ้ยกว่า 16
161632

)4(16)16(2)4(2

42

2

2

2

2

2

2

22

1






c

c

ncnnnc

Practice:       - Notations
nnnf 42)( 2  2)( nng 

ถา้เลือก c1=1, 
n>=4 หรือ

ถา้เลือก c1=0, 
n>=2

สมการจะเป็น

จรงิ



• กาํหนดให ้                                        และ

• เราไดว้า่ ถา้ n=1 หรอื n=2, c1 จะมีค่า <= 0  และถา้ n>4, c1<=2
• ไดว้า่ ถา้ n=1 ค่า c2 ติดลบ และถา้ n=2, c2 >=0 และเมืÉอ n>4,

c2>=2 
• สมมต ิถา้เช่นนัÊน ลองเลือก c1 ทีÉ 6/5 และ n>=5 ลองมาแทนคา่ สมการ

กนัดู

• พิจารณากรณี c1 ก่อน

• จะเห็นว่า สมการเป็นจรงิ

• 30 เท่ากบั 30
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Practice:       - Notations
nnnf 42)( 2  2)( nng 



• กาํหนดให ้                                        และ

• เราไดว้า่ ถา้ n=1 หรอื n=2, c1 จะมีค่า <= 0  และถา้ n>4, c1<=2
• ไดว้า่ ถา้ n=1 ค่า c2 ติดลบ และถา้ n=2, c2 >=0 และเมืÉอ n>4,

c2>=2 
• เพืÉอเป็นการทดสอบ ลองเลือก c1 ทีÉ 6/5 และแทน n=6 บา้ง

• พิจารณากรณี c1 ก่อน

• จะเห็นว่า สมการเป็นจรงิ

• 23 นอ้ยกวา่ 52
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Practice:       - Notations
nnnf 42)( 2  2)( nng 

ก็จะพบว่า 

c1<=6/5 
และ n>=5 

เป็นจรงิ



O - Notations

• { f(n): there exist positive 
constants c and n0 such that 
0 ≤ f(n) ≤ c g(n) for all n ≥ n0 }  

• We use O-notation when we have only an 
asymptotic upper bound (the worst case 
running time).

• Hence if we have  
• then it follows that  

))(( ngO

))(()( ngnf 
))(()( ngOnf 



• กาํหนดให ้                                   และ

• ตอ้งการพิสจูนว์า่ 

• จากนิยามของ O  เราตอ้งทาํการหาค่า c และ n0 ทีÉทาํใหส้มการ
ต่อไปนี Êเป็นจรงิ 

• 0 ≤  f(n) ≤ c g(n)
• เริÉมจากแทนค่าฟังกช์นั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได ้ 0 ≤   ≤
• หารสมการทัÊงหมดดว้ย            จะได ้

Example:  O - Notations
23)( nnf  2)( nng 

))(()( ngOnf 

23n 2cn
2n c 30

ซึÉงเราก็เลือกค่า c ทีÉ >= 3 ได ้และ n >=1 เพราะ

ค่า n จะเป็นอะไรก็ไดไ้ม่มีผลอยู่แลว้



• กาํหนดให ้                                   และ

• ตอ้งการพิสจูนว์า่ 

• จากนิยามของ O  เราตอ้งทาํการหาค่า c และ n0 ทีÉทาํใหส้มการ
ต่อไปนี Êเป็นจรงิ 

• 0 ≤  f(n) ≤ c g(n)
• เริÉมจากแทนค่าฟังกช์นั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได ้ 0 ≤   ≤
• หารสมการทัÊงหมดดว้ย            จะได ้

Example:  O - Notations
53)(  nnf 2)( nng 

))(()( ngOnf 

53 n 2cn

n cn
n


5
30

สมมติถา้ใหค้่า n ทีÉ = 1 จะได ้c >= 8  , n ทีÉ = 2 จะได ้c >= 11/4
n=3, c >= 14/9, และ n=5,c>=1 และจะเห็นว่าเมืÉอ n>=6, c >= 

3/n ดงันัÊนแสดงว่า c>0 แน่ๆ เมืÉอ n>=6



• กาํหนดให ้                                     และ

• เราไดว้า่ ถา้ c = 1, n>=3 และถา้ c=2, n >= 3/2 ถา้ c=3, n 
>= 4/3 ไปเรืÉอยๆ 

• สมมติเราทดสอบสมการดว้ยการเลือก c >= 1, n>=3 
• จะเห็นวา่ สมการไมเ่ป็นจรงิ

• 14 ไมน่อ้ยกว่า 9

Example:     O  - Notations
53)(  nnf 2)( nng 

9114
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• กาํหนดให ้                                     และ

• เราไดว้า่ ถา้ c = 1, n>=3 และถา้ c=2, n >= 3/2 ไปเรืÉอยๆ 

• ทีนี Êเราลองเลือก c = 1, n>3 (n>=4) 
• จะเห็นวา่ สมการไมเ่ป็นจรงิ

• 17 ไมน่อ้ยกว่า 16

Example:     O  - Notations
53)(  nnf 2)( nng 

16117
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• กาํหนดให ้                                     และ

• เราไดว้า่ ถา้ c = 1, n>=3 และถา้ c=2, n >= 3/2 ไปเรืÉอยๆ 

• ทีนี Êเราลองเลือก c = 1, n>=5 
• จะเห็นวา่ สมการเป็นจรงิ

• 20 นอ้ยกวา่ 25

Example:     O  - Notations
53)(  nnf 2)( nng 

25120
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• กาํหนดให ้                                     และ

• เราไดว้า่ ถา้ c = 1, n>=3 และถา้ c=2, n >= 3/2 ไปเรืÉอยๆ 

• ทีนี Êเราลองเลือก c >=0, n>=6 (จากแนวโนม้ทีÉเราเห็นวา่ c เขา้ใกล ้0 
เมืÉอ n มากกวา่ 6)

• จะเห็นว่า สมการไม่เป็นจรงิ

• เราจะใช ้c=0 ไม่ไดเ้นืÉองจาก

• ค่าฝัÉ งขวาจะกลายเป็น 0 หมด
• ซึÉงเรากาํลงัเทียบว่าฝัÉ งซา้ยนอ้ยกว่า

• ทาํใหเ้ราไม่สามารถหาคา่ฝัÉ งซา้ยทีÉ <0 ได้

• เพราะฉะนัÊนตอ้งเลือก c>=1, n>=5

Example:     O  - Notations
53)(  nnf 2)( nng 
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o - Notations

• { f(n):  for any positive constant 
c > 0, there exists a constant n0 > 0 such that 
0 ≤ f(n) < c g(n) for all n ≥ n0 }  

))(( ngo



• กาํหนดให ้                                   และ

• ตอ้งการพิสจูนว์า่ 

• จากนิยามของ little o  เราตอ้งทาํการหาค่า c และ n0 ทีÉทาํให้
สมการตอ่ไปนี Êเป็นจรงิ สาํหรบัทกุๆค่า c >0

• 0 ≤  f(n) < c g(n)
• เริÉมจากแทนค่าฟังกช์นั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได ้ 0 ≤   <
• หารสมการทัÊงหมดดว้ย            จะได ้

Example:  o - Notations
nnf 2)(  2)( nng 

))(()( ngonf 

n2 2cn

n cn 20
ซึÉงถา้เราเลือกค่า c ทีÉ =1 จะได ้n > 2 ดงันัÊน n0 >2
ถา้เราเลือกค่า c ทีÉ =2 จะได ้n > 1 ดงันัÊน n0 >1

เพราะฉะนัÊนเราสามารถหาค่า c ไดเ้รืÉอยๆ

ถา้ c = k ใดๆ เราก็จะหาค่า n ไดที้É 2/k



• กาํหนดให ้                                     และ

• เราไดว้า่ ถา้ c = 1, n> 2 และถา้ c=2, n > 1 ไปเรืÉอยๆ คือ ถา้ c= k 
, n> 2/k 

• สมมตเิราทดสอบสมการดว้ยการเลือก c = 1, n>=3 
• จะเห็นว่า สมการเป็นจรงิ

• 6 นอ้ยกวา่ 9
• แตห่าก เลือก c=1, n>=2
• สมการจะไม่เป็นจรงิ

• 4 ไม่นอ้ยกว่า 4
• เพราะฉะนัÊนตอ้งเลือก c >=1, n>2

Example:     o  - Notations
nnf 2)(  2)( nng 
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• กาํหนดให ้                                   และ

• ตอ้งการพิสจูนว์า่ 

• จากนิยามของ little o  เราตอ้งทาํการหาค่า c และ n0 ทีÉทาํให้
สมการตอ่ไปนี Êเป็นจรงิ 

• 0 ≤  f(n) < c g(n)
• เริÉมจากแทนค่าฟังกช์นั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได ้ 0 ≤   <
• หารสมการทัÊงหมดดว้ย            จะได ้

Example:  o - Notations
23)( nnf  2)( nng 

))(()( ngonf 

23n 2cn
2n c 30

ซึÉงเราจะไดค้่า c ทีÉ > 3 แต่ว่าตามนิยามของ little o บอกไวว้่า 

สาํหรบัค่า c ทกุๆตวัทีÉ > 0 (ซึÉงเราแทน c = 1 ไม่ไดใ้นกรณีนีÊ) ก็จะ

พบว่า เราไม่สามารถพสิจูนไ์ด ้

พสิจูนไ์ดว้่าไม่

จรงิ



O-notations vs. o-notations

• จะเห็นว่า O –notations จะครอบคลมุกรณีมากกว่า คือ ถา้เรา 
วิเคราะหส์มการเวลาไว ้tight ก็ได ้หรอืจะไม่ tight bound ก็ได้

• แตว่่า o – notations จะครอบคลมุเฉพาะกรณีทีÉ ไม่ tight bound
• Tight bound คือกรณีทีÉสมการไม่ฟิตกนั อาจจะเพราะเรา over 

estimate เช่น กรณี                        และ

• แลว้เราจะหาวา่ 

• จะหาดว้ย little-o ไดเ้พราะว่า ไม่ tight bound
• ดงันัÊน ถา้สมการ ไม่ tight bound เราจะพบคา่ little o ของมนั และ 

big o ของมนัดว้ย

nnf 2)(  2)( nng 
))(()( ngonf 



- Notations

• { f(n): there exist positive 
constants c and n0 such that 
0 ≤ c g(n) ≤ f(n) for all n ≥ n0 }  

• We use      -notation when we have only an 
asymptotic lower bound (the best case 
running time).

• Hence if we have  
• then it follows that  

 ))(( ng

))(()( ngnf 
))(()( ngnf 







• กาํหนดให ้                                   และ

• ตอ้งการพิสจูนว์า่ 

• จากนิยามของ เราตอ้งทาํการหาคา่ c และ n0 ทีÉทาํใหส้มการ
ต่อไปนี Êเป็นจรงิ 

• 0 ≤ c g(n) ≤ f(n)
• เริÉมจากแทนค่าฟังกช์นั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได ้ 0 ≤   ≤
• หารสมการทัÊงหมดดว้ย            จะได ้

Example:       - Notations
23)( nnf  nng )(

))(()( ngnf 


cn 23n
2n 30 

n

c

ถา้ n = 1 แลว้ให ้c <= 3 ถา้ n=2 แลว้ c <= 6, n=3, c<=9 
ต่อไปเรืÉอยๆ จะเห็นว่า เราสามารถหาค่าคงทีÉ ให ้cทีÉทาํใหน้อ้ยกว่า ก็จะ

ไดว้่า n0>=1, c<=3



• กาํหนดให ้                                     และ

• เราไดว้า่ ถา้ n = 1, c<=3 และถา้ n=2, c <= 6 ไปเรืÉอยๆ 

• ทีนี Êเราลองเลือก c = 3, n =1 
• จะเห็นวา่ สมการเป็นจรงิ

• 3 เท่ากบั 3
• แตห่ากเลือก c>3, n=1 จะพบว่าสมการไม่เป็นจรงิ

Example:       - Notations
23)( nnf  nng )(

33
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• กาํหนดให ้                                   และ

• ตอ้งการพิสจูนว์า่ 

• จากนิยามของ เราตอ้งทาํการหาคา่ c และ n0 ทีÉทาํใหส้มการ
ต่อไปนี Êเป็นจรงิ 

• 0 ≤ c g(n) ≤ f(n)
• เริÉมจากแทนค่าฟังกช์นั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได ้ 0 ≤   ≤
• หารสมการทัÊงหมดดว้ย            จะได ้

Example:       - Notations
23)( nnf  2)( nng 

))(()( ngnf 


2cn 23n
2n 30  c

เราก็จะไดว่้า c  <= 3 ดงันัÊน c เป็นเลขอะไรก็ไดที้Éนอ้ยกว่า 3
ส่วน n จะเป็นเท่าไหรก่็ได ้เพราะสมการทีÉเหลือไม่ขึ Êนกบั n



- Notations

• { f(n): for any positive constants 
c > 0 and n0 such that 
0 ≤ c g(n) < f(n) for all n ≥ n0 }  



))(( ng



• กาํหนดให ้                                   และ

• ตอ้งการพิสจูนว์า่ 

• จากนิยามของ เราตอ้งทาํการหาคา่ c และ n0 ทีÉทาํใหส้มการ
ต่อไปนี Êเป็นจรงิ 

• 0 ≤ c g(n) < f(n)
• เริÉมจากแทนค่าฟังกช์นั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได ้ 0 ≤   <
• หารสมการทัÊงหมดดว้ย            จะได ้

Example:       - Notations
23)( nnf  nng )(

))(()( ngnf 


cn 23n
2n 30 

n

c

ถา้หาก c =3  เราก็จะไดค้่า n > 1 เพืÉอให ้พจน ์c/n มนันอ้ยกว่า 3 ตามสมการ

สมมติ c=1 เราก็จะไดค้่า n > 1 เช่นกนั(หารแลว้ปัดขึ Êน) เราก็สามารถหาค่า c ไดท้กุตวั ทีÉทาํให ้หาค่า n 
ได้



• กาํหนดให ้                                   และ

• ตอ้งการพิสจูนว์า่ 

• จากนิยามของ เราตอ้งทาํการหาคา่ c และ n0 ทีÉทาํใหส้มการ
ต่อไปนี Êเป็นจรงิ 

• 0 ≤ c g(n) < f(n)
• เริÉมจากแทนค่าฟังกช์นั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได ้ 0 ≤   <
• หารสมการทัÊงหมดดว้ย            จะได ้

Example:       - Notations
23)( nnf  2)( nng 

))(()( ngnf 


2cn 23n
2n 30  c

ก็จะไดค้่า c < 3 แต่ว่าไม่ตรงกบันิยาม เพราะนิยามบอกว่า สาํหรบั 

c ทกุๆตวัทีÉมากกว่า  0 ดงันัÊนกรณีนี Ê เราจะแทนค่า c=1 ก็ไม่ได้

พสิจูนไ์ดว้่าไม่

จรงิ



Example of the                          notations,,,,  oO

Upper bound
Lower bound

ถา้ไม่ tight
f(n)=o(g(n))

ถา้ไม่ tight
f(n) = (g(n))



Practice:                          Notations

• กาํหนดให ้                                   และnnnf 42)( 4  2)( nng 

,,,,  oO



Practice:                          Notations

• กาํหนดให ้                                   และnnnf 42)( 2  2)( nng 

,,,,  oO



Standard notations and common 
functions

• Monotonicity
• A function f(n) is monotonically increasing if 

m ≤ n implies f(m) ≤ f(n).
• A function f(n) is monotonically decreasing if 

m ≤ n implies f(m) ≥ f(n).
• A function f(n) is strictly increasing if m < n 

implies f(m) < f(n) and strictly decreasing if m 
< n implies f(m) > f(n).



Standard notations and common 
functions

• Floor and ceilings
• For all real x, x-1 <       ≤x ≤       < x+1
• For any integer n, 
• For any real number n ≥ 0 and integers a,b > 0, 

• The floor function f(x) =          is monotonically 
increasing, as is the ceiling function f(x) =         . 

 x  x

    nnn  2/2/

 x
 x
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    
 
  bbaba

bbaba

abnban

abnban
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Standard notations and common 
functions

• Modular arithmetic : 
a mod n = a –

• Polynomials:

• We say that a function f(n) is polynomially
bounded if f(n) = O(nk) for some constant k.

 nna /





d

i

i

inanp
0

)(



Standard notations and common 
functions

• Exponentials : for all real a > 0, m and n, we have 
the following identities:

• For all n and n>=1, the function an is 
monotonically increasing in n.
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mnnm

mnnm
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Standard notations and common 
functions

• The rate of growth of polynomials and 
exponentials for all real constants a, b such 
that a>1, any exponential function with a 
base strictly greater than 1 grows faster than 
any polynomial function.

• Using e to denote the base of the natural 
logarithm function, we have for all real x:

• For all real x, we have :



0 !i

i

i

x

xe x 1
211 xxex x 



Standard notations and common 
functions

• Logarithms: we shall use the following notations:

• We say that a function f(n) is polylogarithmically
bounded if f(n) = O(lg n) for some constant k.

• Thus any positive polynomial function grows 
faster than any polylogarithmic function.
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
 Binary logarithm

Natural logarithm
Exponentiation
Composition



Standard notations and common 
functions

• Factorial: for integers n >=0
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Practice: asymptotic growth rates

• Rank the following functions by order of 
growth.
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Asymptotic growth rates

Ref: http://courses.ics.hawaii.edu/ReviewICS141/morea/algorithms/GrowthFunctions-QA.pdf


