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What is asymptotic notation?

• We are concerned with how the running time of an 
algorithm increases with the size of the input in the 
limit, as the size of the input increases without bound.

• We use it to describe running time of an algorithm 
which are defined in terms of functions whose domain 
are N={0,1,2,3,…}are N={0,1,2,3,…}

• Five asymptotic notations:
– Big theta
– Big O
– Big Omega
– Little O
– Little omega



Examples of the                notations ,,O



- Notations

• { f(n): there exist positive 
constants c1, c2, and n0 such that 
0 ≤ c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n) for all n ≥ n0 }  

• A function f(n) belongs to the set  if there exist 



 ))(( ng

• A function f(n) belongs to the set  if there exist 
positive constants c1 and c2 such that it can be 
“sandwiched” between c1 g(n) and c2 g(n), for 
sufficiently large n.

We write                            to express   ))(()( ngnf  ))(()( ngnf 



• กําหนดให้                                    และ

• ต้องการพิสจูน์วา่ 

• จากนิยามของ เราต้องทําการหาคา่ c1 และ c2 และ n0 ที�ทําให้
สมการตอ่ไปนี �เป็นจริง 

Example:       - Notations
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สมการตอ่ไปนี �เป็นจริง 

• 0 ≤ c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n)
• เริ�มจากแทนคา่ฟังก์ชนั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได้  0 ≤   ≤                   ≤

• หารสมการทั �งหมดด้วย            จะได้ 
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ถ้า n > 6 เมื�อไหร่ จะทําให้ 3/n ลู่เข้าสู่ 0 ซึ�งจะทําให้ 
ค่าของ  ½-3/n เกือบคงที� ที� ½  ดงันั �นถ้าเราเลือกค่า n ที� >= 7 

ค่า c1 จะเป็นค่า <= 1/14 

ถ้า n >=1 แต่ n < 6 จะทําให้ค่าของ ½-3/n ติดลบ
เราก็ต้องเลือกค่า c2 >= ½   (เพื�อที�จะได้ทําให้สมการเป็น
บวก) พอ n=6 ก็จะได้ c2>=0  และเมื�อ n >=7 จะทํา

ให้ 3/n วิ�งเข้าสู่ 0  ดงันั �นค่า c2 จะ >= ½



• กําหนดให้                                         และ

• เราได้วา่ ถ้า n = 6, c1 จะมีคา่ <= 0  และถ้า n>=7, c1<=1/2

• ได้วา่ ถ้า n>=1 ถึง n < 6, คา่ ½-3/n ตดิลบ และถ้า n=6, c2 >=0 
และเมื�อ n>=7, c2>=1/2 

Example:       - Notations
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และเมื�อ n>=7, c2>=1/2 

• คําถามคือ ถ้าเช่นนั �น เราทําไมไม่เลือก c1 ที� ½ และ n>=6 ลองมาแทน
คา่ สมการกนัดู

• พิจารณากรณี c1 ก่อน

• จะเห็นวา่ สมการไม่เป็นจริง

• 36/2 ไม่น้อยกวา่ 0
36036
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• กําหนดให้                                    และ

• เราได้วา่ ถ้า n = 6, c1 จะมีคา่ <= 0  และถ้า n>=7, c1<=1/2

• ได้วา่ ถ้า n>=1 ถึง n < 6, คา่ ½-3/n ตดิลบ และถ้า n=6, c2 

>=0 และเมื�อ n>=7, c >=1/2 

Example:       - Notations
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>=0 และเมื�อ n>=7, c2>=1/2 

• ถ้าหากเราเลือก n>=7 และ c1 ที� 1/14 ลองมาแทนคา่ สมการกนัดู

• จะเห็นวา่ สมการเป็นจริง
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• กําหนดให้                                    และ

• เราได้วา่ ถ้า n = 6, c1 จะมีคา่ <= 0  และถ้า n>=7, c1<=1/2

• ได้วา่ ถ้า n>=1 ถึง n < 6, คา่ ½-3/n ตดิลบ และถ้า n=6, c2 

>=0 และเมื�อ n>=7, c >=1/2 

Example:       - Notations
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>=0 และเมื�อ n>=7, c2>=1/2 

• สมมตถ้ิาหากเราเลือก n>=7 และ c1 ที� 1/2 ลองมาแทนคา่ สมการ
กนัดู

• จะเห็นวา่ สมการไมเ่ป็นจริง

• 49/2 ไมน้่อยกวา่ 49/2-21
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• กําหนดให้                                          และ

• เราได้วา่ ถ้า n = 6, c1 จะมีคา่ <= 0  และถ้า n>=7, c1<=1/2
• ได้วา่ ถ้า n>=1 ถึง n < 6, คา่ ½-3/n ตดิลบ และถ้า n=6, c2 >=0 

และเมื�อ n>=7, c2>=1/2 
• ทีนี �เรามาเลือก c บ้าง ที� n>=1 ถึง n<=5 จะแทนคา่สมการแล้วได้ตดิ

Example:       - Notations
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• ทีนี �เรามาเลือก c2 บ้าง ที� n>=1 ถึง n<=5 จะแทนคา่สมการแล้วได้ตดิ
ลบหมด แตว่า่ เมื�อ n>=7 จะพบวา่คา่สมการลูเ่ข้าสู ่½ ดงัข้อมลูด้านบน
เนื�องจาก เราต้องเลือก c2 ให้มากกวา่คา่คงที� เราก็จะหาคา่คงที� ที�ทําให้ 
c2 มากกวา่เสมอไม่วา่ n จะเป็นอะไร

• พิจารณากรณี c2 >=1/2 
• จะเห็นวา่ สมการเป็นจริง



• กําหนดให้                                    และ

• ต้องการพิสจูน์วา่ 

• จากนิยามของ เราต้องทําการหาคา่ c1 และ c2 และ n0 ที�ทําให้
สมการตอ่ไปนี �เป็นจริง 

Example:       - Notations
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จะเห็นวา่ n>=1, C2 >=1/2
สว่น n>=7, c1<=1/14

จะเห็นวา่เรามีเงื�อนไขคา่ n สองคา่
สรุป เราก็เลือก n0 =7 

เพื�อให้ทั �งสมการเป็นจริง ที�ทําให้ สมการตอ่ไปนี �เป็นจริง 

• 0 ≤ c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n)
• เริ�มจากแทนคา่ฟังก์ชนั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได้  0 ≤   ≤                   ≤

• หารสมการทั �งหมดด้วย            จะได้ 
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เพื�อให้ทั �งสมการเป็นจริง ที�ทําให้ 

c1 <= 1/14, c2 >= ½ 
ก็จะทําให้พิสจูน์ได้ว่า
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• กําหนดให้                                    และ

• ต้องการพิสจูน์วา่ 

• จากนิยามของ เราต้องทําการหาคา่ c1 และ c2 และ n0 ที�ทําให้
สมการตอ่ไปนี �เป็นจริง 

Example:       - Notations
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หรือมองอีกมมุคือ ถ้าพจิารณา 6n <= c2  

พสิจูน์ได้ว่าไม่
จริง

สมการตอ่ไปนี �เป็นจริง 

• 0 ≤ c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n)
• เริ�มจากแทนคา่ฟังก์ชนั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได้  0 ≤   ≤       ≤

• หารสมการทั �งหมดด้วย            จะได้ 
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พจิารณา 6n <= c2 ดงันั �น n <= c2/6 ถ้าหากว่า เราเลือกค่า 
n เป็นเลขจํานวนมาก ก็จะไม่สามารถมากกว่า c2/6 ได้ ซึ�ง c2 
เป็นค่าคงที� ก็จะไม่สามารถทําให้เรากําหนด n เป็นเลขมากๆได้

(เงื�อนไขคือ for all n ≥ n0 )

หรือมองอีกมมุคือ ถ้าพจิารณา 6n <= c2  
เมื�อเราแทน n=1 จะได้ว่า c2 มากกว่า 6 

พอแทน n=2 ก็ต้องได้ c2 มากกว่า 12 ซึ�ง
จะเห็นว่าเราไม่สามารถหาค่าคงที�สกัค่าหนึ�ง
ที�มากกว่าทกุกรณีของ n ให้กบั c2 ได้เลย 
(ต้องระบคุ่าคงที�ได้ว่า c2 > ค่าคงที�นั �นๆ)

ทําการหา c1  เราลองแทน n>=1, c1<=6, 
พอ n>=2 จะได้ c1<=12

ทําไปเรื�อยๆ เราจะยงัค่า c1 ที�น้อยกว่า ค่าที�
เปลี�ยนไปได้ เพราะว่า c1 จะน้อยกว่า 6(ตํ�าสดุ)



• กําหนดให้                                    และ

• ต้องการพิสจูน์วา่ 

• จากนิยามของ เราต้องทําการหาคา่ c1 และ c2 และ n0 ที�ทําให้
สมการตอ่ไปนี �เป็นจริง 

Practice:       - Notations
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nnnf 42)( 4  พสิจูน์ได้ว่าไม่
จริง

สมการตอ่ไปนี �เป็นจริง 

• 0 ≤ c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n)
• เริ�มจากแทนคา่ฟังก์ชนั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได้  0 ≤   ≤                   ≤

• หารสมการทั �งหมดด้วย            จะได้ 
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• กําหนดให้                                      และ

• เราได้วา่ ถ้า n = 1, c1 จะมีคา่ < 0  และถ้า n=2, c1<=6 ถ้า  
n=3, c1<=17 ไปเรื�อยๆ 

• คําถามคือ เราจะเลือก c ที�เท่าไหร่ เพื�อให้ สมการเป็นจริง ลองมาแทน

Practice:       - Notations

nnnf 42)( 4  2)( nng 

• คําถามคือ เราจะเลือก c1 ที�เท่าไหร่ เพื�อให้ สมการเป็นจริง ลองมาแทน
คา่ สมการกนัด ูถ้าหากเลือก n>=1 แล้ว c1<=6 

• พิจารณากรณี c1 ก่อน

• จะเห็นวา่ สมการไมเ่ป็นจริง

• 6 ไมน้่อยกวา่ -2
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• กําหนดให้                                      และ

• เราได้วา่ ถ้า n = 1, c1 จะมีคา่ < 0  และถ้า n=2, c1<=6 ถ้า  
n=3, c1<=17 ไปเรื�อยๆ 

• ถ้าเราเลือก n>=2 แล้ว c <=6 

Practice:       - Notations

nnnf 42)( 4  2)( nng 

• ถ้าเราเลือก n>=2 แล้ว c1<=6 

• พิจารณากรณี c1 ก่อน

• จะเห็นวา่ สมการเป็นจริง

• 24 เท่ากบั 24 22446
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• กําหนดให้                                      และ

• เราได้วา่ ถ้า n = 1, c1 จะมีคา่ < 0  และถ้า n=2, c1<=6 ถ้า  
n=3, c1<=17 ไปเรื�อยๆ 

• ถ้าเราเลือก n> 2 (n>=3)แล้ว c <=6 

Practice:       - Notations

nnnf 42)( 4  2)( nng 

• ถ้าเราเลือก n> 2 (n>=3)แล้ว c1<=6 

• พิจารณากรณี c1 ก่อน

• จะเห็นวา่ สมการเป็นจริง

• 54 น้อยกวา่ 130 913096
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• กําหนดให้                                     และ

• ได้วา่ ถ้า n=1 , c2 >= -2 และเมื�อ n=2, c2=2 เมื�อ n>=3, 
c2>=17 จะเห็นวา่ เราสามารถเลือก เมื�อ n>=1 , c2 >= 2 ได้

• เรามาลองทดสอบแทนคา่สมการด ูหาก 

Practice:       - Notations

nnnf 42)( 4  2)( nng 

• เรามาลองทดสอบแทนคา่สมการด ูหาก 

• พิจารณากรณี n>=1 , c2 >=2 

• จะเห็นวา่ สมการไมเ่ป็นจริง

• 12 ไมไ่ด้น้อยกวา่ 2 2121

)1(2)1(4)1(2)1(

)1(242

1

242

1

242

1







c

c

nnnc



• กําหนดให้                                     และ

• ได้วา่ ถ้า n=1 , c2 >= -2 และเมื�อ n=2, c2=2 เมื�อ n>=3, 
c2>=17 จะเห็นวา่

• สมมตวิา่ พิจารณากรณี n>=2 , c2 >=2 

Practice:       - Notations

nnnf 42)( 4  2)( nng 
จะเหน็วา่ เราสามารถหาคา่คงที�

ให้ c1 ได้แตห่าให้ c2 ไมไ่ด้ 
ดงันั �น สรุปได้วา่ g(n) ไมไ่ด้เป็น 

big theta ของ f(n)
สมมตวิา่ พิจารณากรณี n>=2 , c2 >=2 

• จะเห็นวา่ สมการไม่เป็นจริง

• 24 ไม่ได้น้อยกวา่ 8

• ตอ่ให้เราเปลี�ยนคา่ c2 ให้มากขึ �นอีก

• แตว่า่ คา่ของสมการตรงกลาง

• ก็จะยงัมากกวา่ คา่ c2 ที�เราเลือกอยูด่ี
8241
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big theta ของ f(n)



• กําหนดให้                                    และ

• ต้องการพิสจูน์วา่ 

• จากนิยามของ เราต้องทําการหาคา่ c1 และ c2 และ n0 ที�ทําให้
สมการตอ่ไปนี �เป็นจริง 

Practice:       - Notations
2)( nng 
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nnnf 42)( 2 

สมการตอ่ไปนี �เป็นจริง 

• 0 ≤ c1 g(n) ≤ f(n) ≤ c2 g(n)
• เริ�มจากแทนคา่ฟังก์ชนั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได้  0 ≤   ≤                   ≤

• หารสมการทั �งหมดด้วย            จะได้ 
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หาค่า c1 เราลองแทน n=1, c1=-2 ถ้า n=2, c1=0 ถ้า 
n>4,  ค่าของ 4/n จะลู่เข้าสู่ 0 ดงันั �นจะทําให้ c1<=2

เราจะสรุปได้ว่า เมื�อ n>=5 เราจะเลือก c1 <=2

ถ้า n =1, c2 = -2 เราก็ต้องเลือกค่า c2 >= 2   
(เพื�อที�จะได้ทําให้สมการเป็นบวก) ถ้า n=2, c2 = 0, ถ้า 
n =4 , c2=2  ดงันั �นสรุปได้ว่าเราจะเห็นว่า ถ้า n>=1 

เราจะเลือก c2 >= 2 
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• กําหนดให้                                         และ

• เราได้วา่ ถ้า n=1 หรือ n=2, c1 จะมีคา่ <= 0  และถ้า n>4, c1<=2

• ได้วา่ ถ้า n=1 คา่ c2 ตดิลบ และถ้า n=2, c2 >=0 และเมื�อ n>4, 
c2>=2 

Practice:       - Notations

nnnf 42)( 2  2)( nng 

c2>=2 
• คําถามคือ ถ้าเช่นนั �น ลองเลือก c1 ที� 2 และ n>=4 ลองมาแทนคา่ 

สมการกนัดู

• พิจารณากรณี c1 ก่อน

• จะเห็นวา่ สมการไม่เป็นจริง

• 36 ไม่น้อยกวา่ 16
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ถ้าเลือก c1=1, 
n>=4 หรือ

ถ้าเลือก c1=0, 
n>=2

สมการจะเป็น
จริง



• กําหนดให้                                         และ

• เราได้วา่ ถ้า n=1 หรือ n=2, c1 จะมีคา่ <= 0  และถ้า n>4, c1<=2

• ได้วา่ ถ้า n=1 คา่ c2 ตดิลบ และถ้า n=2, c2 >=0 และเมื�อ n>4, 
c2>=2 

Practice:       - Notations

nnnf 42)( 2  2)( nng 

c2>=2 
• สมมต ิถ้าเช่นนั �น ลองเลือก c1 ที� 6/5 และ n>=5 ลองมาแทนคา่ สมการ

กนัดู

• พิจารณากรณี c1 ก่อน

• จะเห็นวา่ สมการเป็นจริง

• 30 เทา่กบั 30

253030
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• กําหนดให้                                         และ

• เราได้วา่ ถ้า n=1 หรือ n=2, c1 จะมีคา่ <= 0  และถ้า n>4, c1<=2

• ได้วา่ ถ้า n=1 คา่ c2 ตดิลบ และถ้า n=2, c2 >=0 และเมื�อ n>4, 

c2>=2 

Practice:       - Notations

nnnf 42)( 2  2)( nng 

ก็จะพบว่า c2>=2 

• เพื�อเป็นการทดสอบ ลองเลือก c1 ที� 6/5 และแทน n=6 บ้าง

• พิจารณากรณี c1 ก่อน

• จะเห็นวา่ สมการเป็นจริง

• 23 น้อยกวา่ 52

3652
5

216
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ncnnnc

ก็จะพบว่า 

c1<=6/5 
และ n>=5 

เป็นจริง



O - Notations

• { f(n): there exist positive 
constants c and n0 such that 
0 ≤ f(n) ≤ c g(n) for all n ≥ n0 }  

• We use O-notation when we have only an 

))(( ngO

• We use O-notation when we have only an 
asymptotic upper bound (the worst case 
running time).

• Hence if we have  

• then it follows that  

))(()( ngnf 

))(()( ngOnf 



• กําหนดให้                                    และ

• ต้องการพิสจูน์วา่ 

• จากนิยามของ O  เราต้องทําการหาคา่ c และ n0 ที�ทําให้สมการ
ตอ่ไปนี �เป็นจริง 

Example:  O - Notations
23)( nnf  2)( nng 

))(()( ngOnf 

ตอ่ไปนี �เป็นจริง 

• 0 ≤  f(n) ≤ c g(n)
• เริ�มจากแทนคา่ฟังก์ชนั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได้  0 ≤   ≤

• หารสมการทั �งหมดด้วย            จะได้ 

23n
2cn

2n c 30

ซึ�งเราก็เลือกค่า c ที� >= 3 ได้ และ n >=1 เพราะ
ค่า n จะเป็นอะไรก็ได้ไม่มีผลอยู่แล้ว



• กําหนดให้                                    และ

• ต้องการพิสจูน์วา่ 

• จากนิยามของ O  เราต้องทําการหาคา่ c และ n0 ที�ทําให้สมการ
ตอ่ไปนี �เป็นจริง 

Example:  O - Notations

53)(  nnf 2)( nng 

))(()( ngOnf 

ตอ่ไปนี �เป็นจริง 

• 0 ≤  f(n) ≤ c g(n)
• เริ�มจากแทนคา่ฟังก์ชนั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได้  0 ≤   ≤

• หารสมการทั �งหมดด้วย            จะได้ 

53 n 2cn

n cn
n


5
30

สมมติถ้าให้ค่า n ที� = 1 จะได้ c >= 8  , n ที� = 2 จะได้ c >= 11/4
n=3, c >= 14/9, และ n=5,c>=1 และจะเห็นว่าเมื�อ n>=6, c >= 

3/n ดงันั �นแสดงว่า c>0 แน่ๆ เมื�อ n>=6



• กําหนดให้                                      และ

• เราได้วา่ ถ้า c = 1, n>=3 และถ้า c=2, n >= 3/2 ถ้า c=3, n 
>= 4/3 ไปเรื�อยๆ 

• สมมตเิราทดสอบสมการด้วยการเลือก c >= 1, n>=3 

Example:     O  - Notations

53)(  nnf 2)( nng 

• สมมตเิราทดสอบสมการด้วยการเลือก c >= 1, n>=3 

• จะเห็นวา่ สมการไมเ่ป็นจริง

• 14 ไมน้่อยกวา่ 9

9114
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• กําหนดให้                                      และ

• เราได้วา่ ถ้า c = 1, n>=3 และถ้า c=2, n >= 3/2 ไปเรื�อยๆ 

• ทีนี �เราลองเลือก c = 1, n>3 (n>=4) 

• จะเห็นวา่ สมการไมเ่ป็นจริง

Example:     O  - Notations

53)(  nnf 2)( nng 

• จะเห็นวา่ สมการไมเ่ป็นจริง

• 17 ไมน้่อยกวา่ 16

16117
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• กําหนดให้                                      และ

• เราได้วา่ ถ้า c = 1, n>=3 และถ้า c=2, n >= 3/2 ไปเรื�อยๆ 

• ทีนี �เราลองเลือก c = 1, n>=5 

• จะเห็นวา่ สมการเป็นจริง

Example:     O  - Notations

53)(  nnf 2)( nng 

• จะเห็นวา่ สมการเป็นจริง

• 20 น้อยกวา่ 25

25120
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• กําหนดให้                                      และ

• เราได้วา่ ถ้า c = 1, n>=3 และถ้า c=2, n >= 3/2 ไปเรื�อยๆ 
• ทีนี �เราลองเลือก c >=0, n>=6 (จากแนวโน้มที�เราเห็นวา่ c เข้าใกล้ 0 

เมื�อ n มากกวา่ 6)
• จะเห็นวา่ สมการไม่เป็นจริง

Example:     O  - Notations

53)(  nnf 2)( nng 

53 2 ncn• จะเห็นวา่ สมการไม่เป็นจริง
• เราจะใช้ c=0 ไมไ่ด้เนื�องจาก
• คา่ฝั�งขวาจะกลายเป็น 0 หมด
• ซึ�งเรากําลงัเทียบวา่ฝั�งซ้ายน้อยกวา่

• ทําให้เราไม่สามารถหาคา่ฝั�งซ้ายที� <0 ได้
• เพราะฉะนั �นต้องเลือก c>=1, n>=5

023
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o - Notations

• { f(n):  for any positive constant 
c > 0, there exists a constant n0 > 0 such that 
0 ≤ f(n) < c g(n) for all n ≥ n0 }  

))(( ngo



• กําหนดให้                                    และ

• ต้องการพิสจูน์วา่ 

• จากนิยามของ little o  เราต้องทําการหาคา่ c และ n0 ที�ทําให้
สมการตอ่ไปนี �เป็นจริง สําหรับทกุๆคา่ c >0

Example:  o - Notations

nnf 2)(  2)( nng 

))(()( ngonf 

สมการตอ่ไปนี �เป็นจริง สําหรับทกุๆคา่ c >0

• 0 ≤  f(n) < c g(n)
• เริ�มจากแทนคา่ฟังก์ชนั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได้  0 ≤   <

• หารสมการทั �งหมดด้วย            จะได้ 

n2 2cn

n cn 20
ซึ�งถ้าเราเลือกค่า c ที� =1 จะได้ n > 2 ดงันั �น n0 >2
ถ้าเราเลือกค่า c ที� =2 จะได้ n > 1 ดงันั �น n0 >1

เพราะฉะนั �นเราสามารถหาค่า c ได้เรื�อยๆ
ถ้า c = k ใดๆ เราก็จะหาค่า n ได้ที� 2/k



• กําหนดให้                                      และ

• เราได้วา่ ถ้า c = 1, n> 2 และถ้า c=2, n > 1 ไปเรื�อยๆ คือ ถ้า c= k 
, n> 2/k 

• สมมตเิราทดสอบสมการด้วยการเลือก c = 1, n>=3 
• จะเห็นวา่ สมการเป็นจริง

Example:     o  - Notations

nnf 2)(  2)( nng 

• จะเห็นวา่ สมการเป็นจริง
• 6 น้อยกวา่ 9
• แตห่าก เลือก c=1, n>=2
• สมการจะไม่เป็นจริง

• 4 ไม่น้อยกวา่ 4
• เพราะฉะนั �นต้องเลือก c >=1, n>2

96
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• กําหนดให้                                    และ

• ต้องการพิสจูน์วา่ 

• จากนิยามของ little o  เราต้องทําการหาคา่ c และ n0 ที�ทําให้
สมการตอ่ไปนี �เป็นจริง 

Example:  o - Notations
23)( nnf  2)( nng 

))(()( ngonf 

พสิจูน์ได้ว่าไม่
จริง

สมการตอ่ไปนี �เป็นจริง 

• 0 ≤  f(n) < c g(n)
• เริ�มจากแทนคา่ฟังก์ชนั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได้  0 ≤   <

• หารสมการทั �งหมดด้วย            จะได้ 

23n
2cn

2n c 30
ซึ�งเราจะได้ค่า c ที� > 3 แต่ว่าตามนิยามของ little o บอกไว้ว่า 

สําหรับค่า c ทกุๆตวัที� > 0 (ซึ�งเราแทน c = 1 ไม่ได้ในกรณีนี �) ก็จะ
พบว่า เราไม่สามารถพสิจูน์ได้ 



O-notations vs. o-notations

• จะเห็นวา่ O –notations จะครอบคลมุกรณีมากกวา่ คอื ถ้าเรา 
วิเคราะห์สมการเวลาไว้ tight ก็ได้ หรือจะไม่ tight bound ก็ได้

• แตว่า่ o – notations จะครอบคลมุเฉพาะกรณีที� ไม่ tight bound

• Tight bound คือกรณีที�สมการไมฟิ่ตกนั อาจจะเพราะเรา over 
estimate เช่น กรณี                        และ
Tight bound คือกรณีที�สมการไมฟิ่ตกนั อาจจะเพราะเรา over 
estimate เช่น กรณี                        และ

• แล้วเราจะหาวา่ 

• จะหาด้วย little-o ได้เพราะวา่ ไม่ tight bound

• ดงันั �น ถ้าสมการ ไม่ tight bound เราจะพบคา่ little o ของมนั และ 
big o ของมนัด้วย

nnf 2)(  2)( nng 
))(()( ngonf 



- Notations

• { f(n): there exist positive 
constants c and n0 such that 
0 ≤ c g(n) ≤ f(n) for all n ≥ n0 }  

• We use      -notation when we have only an 

 ))(( ng



• We use      -notation when we have only an 
asymptotic lower bound (the best case 
running time).

• Hence if we have  

• then it follows that  

))(()( ngnf 

))(()( ngnf 





• กําหนดให้                                    และ

• ต้องการพิสจูน์วา่ 

• จากนิยามของ เราต้องทําการหาคา่ c และ n0 ที�ทําให้สมการ
ตอ่ไปนี �เป็นจริง 

Example:       - Notations
23)( nnf  nng )(

))(()( ngnf 


ตอ่ไปนี �เป็นจริง 

• 0 ≤ c g(n) ≤ f(n)
• เริ�มจากแทนคา่ฟังก์ชนั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได้  0 ≤   ≤

• หารสมการทั �งหมดด้วย            จะได้ 

cn 23n
2n 30 

n

c

ถ้า n = 1 แล้วให้ c <= 3 ถ้า n=2 แล้ว c <= 6, n=3, c<=9 
ต่อไปเรื�อยๆ จะเห็นว่า เราสามารถหาค่าคงที� ให้ cที�ทําให้น้อยกว่า ก็จะ

ได้ว่า n0>=1, c<=3



• กําหนดให้                                      และ

• เราได้วา่ ถ้า n = 1, c<=3 และถ้า n=2, c <= 6 ไปเรื�อยๆ 

• ทีนี �เราลองเลือก c = 3, n =1 

• จะเห็นวา่ สมการเป็นจริง

Example:       - Notations
23)( nnf  nng )(

3 2 nnc



• จะเห็นวา่ สมการเป็นจริง

• 3 เท่ากบั 3

• แตห่ากเลือก c>3, n=1 จะพบวา่สมการไมเ่ป็นจริง
33
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• กําหนดให้                                    และ

• ต้องการพิสจูน์วา่ 

• จากนิยามของ เราต้องทําการหาคา่ c และ n0 ที�ทําให้สมการ
ตอ่ไปนี �เป็นจริง 

Example:       - Notations
23)( nnf  2)( nng 

))(()( ngnf 


ตอ่ไปนี �เป็นจริง 

• 0 ≤ c g(n) ≤ f(n)
• เริ�มจากแทนคา่ฟังก์ชนั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได้  0 ≤   ≤

• หารสมการทั �งหมดด้วย            จะได้ 

2cn
23n

2n 30  c

เราก็จะได้ว่า c  <= 3 ดงันั �น c เป็นเลขอะไรก็ได้ที�น้อยกว่า 3
ส่วน n จะเป็นเท่าไหร่ก็ได้ เพราะสมการที�เหลือไม่ขึ �นกบั n



- Notations

• { f(n): for any positive constants 
c > 0 and n0 such that 
0 ≤ c g(n) < f(n) for all n ≥ n0 }  



))(( ng



• กําหนดให้                                    และ

• ต้องการพิสจูน์วา่ 

• จากนิยามของ เราต้องทําการหาคา่ c และ n0 ที�ทําให้สมการ
ตอ่ไปนี �เป็นจริง 

Example:       - Notations
23)( nnf  nng )(

))(()( ngnf 


ตอ่ไปนี �เป็นจริง 

• 0 ≤ c g(n) < f(n)
• เริ�มจากแทนคา่ฟังก์ชนั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได้  0 ≤   <

• หารสมการทั �งหมดด้วย            จะได้ 

cn 23n
2n 30 

n

c

ถ้าหาก c =3  เราก็จะได้ค่า n > 1 เพื�อให้ พจน์ c/n มนัน้อยกว่า 3 ตามสมการ
สมมติ c=1 เราก็จะได้ค่า n > 1 เช่นกนั(หารแล้วปัดขึ �น) เราก็สามารถหาค่า c ได้ทกุตวั ที�ทําให้ หาค่า n 

ได้



• กําหนดให้                                    และ

• ต้องการพิสจูน์วา่ 

• จากนิยามของ เราต้องทําการหาคา่ c และ n0 ที�ทําให้สมการ
ตอ่ไปนี �เป็นจริง 

Example:       - Notations
23)( nnf  2)( nng 

))(()( ngnf 


พสิจูน์ได้ว่าไม่
จริง

ตอ่ไปนี �เป็นจริง 

• 0 ≤ c g(n) < f(n)
• เริ�มจากแทนคา่ฟังก์ชนั f(n) และ g(n) ลงไป

• จะได้  0 ≤   <

• หารสมการทั �งหมดด้วย            จะได้ 

2cn
23n

2n 30  c

ก็จะได้ค่า c < 3 แต่ว่าไม่ตรงกบันิยาม เพราะนิยามบอกว่า สําหรับ 
c ทกุๆตวัที�มากกว่า  0 ดงันั �นกรณีนี � เราจะแทนค่า c=1 ก็ไม่ได้



Example of the                          notations,,,,  oO

Upper bound
Lower bound

ถ้าไม่ tight

f(n)=o(g(n))

ถ้าไม่ tight
f(n) = (g(n))



Practice:                          Notations

• กําหนดให้                                    และnnnf 42)( 4  2)( nng 

,,,,  oO



Practice:                          Notations

• กําหนดให้                                    และnnnf 42)( 2  2)( nng 

,,,,  oO



Standard notations and common 
functions

• Monotonicity

• A function f(n) is monotonically increasing if 
m ≤ n implies f(m) ≤ f(n).

• A function f(n) is monotonically decreasing if • A function f(n) is monotonically decreasing if 
m ≤ n implies f(m) ≥ f(n).

• A function f(n) is strictly increasing if m < n 
implies f(m) < f(n) and strictly decreasing if m 
< n implies f(m) > f(n).



Standard notations and common 
functions

• Floor and ceilings

• For all real x, x-1 <       ≤x ≤       < x+1

• For any integer n, 

• For any real number n ≥ 0 and integers a,b > 0, 

 x  x

    nnn  2/2/
• For any real number n ≥ 0 and integers a,b > 0, 

• The floor function f(x) =          is monotonically 
increasing, as is the ceiling function f(x) =         . 

 x

 x

    

    

 

  bbaba

bbaba

abnban

abnban

/))1((/

/))1((/

///

///











Standard notations and common 
functions

• Modular arithmetic : 

a mod n = a –

• Polynomials:
 nna /


d

inanp )(

• We say that a function f(n) is polynomially
bounded if f(n) = O(nk) for some constant k.





i

i

inanp
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Standard notations and common 
functions

• Exponentials : for all real a > 0, m and n, we have 
the following identities:

aa

aa

a

 





/1

1

1

1

0

• For all n and n>=1, the function an is 
monotonically increasing in n.

nmnm

mnnm

mnnm

aaa

aa

aa
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Standard notations and common 
functions

• The rate of growth of polynomials and 
exponentials for all real constants a, b such 
that a>1, any exponential function with a 
base strictly greater than 1 grows faster than base strictly greater than 1 grows faster than 
any polynomial function.

• Using e to denote the base of the natural 
logarithm function, we have for all real x:

• For all real x, we have :



0 !i

i

i

x

xex 1

211 xxex x 



Standard notations and common 
functions

• Logarithms: we shall use the following notations:

)(lglg

logln

loglg
2

nn

nn

nn

kk

e





 Binary logarithm
Natural logarithm
Exponentiation
Composition

• We say that a function f(n) is polylogarithmically
bounded if f(n) = O(lg n) for some constant k.

• Thus any positive polynomial function grows 
faster than any polylogarithmic function.

)lg(lglglg

)(lglg

nn

nn




Composition



Standard notations and common 
functions

• Factorial: for integers n >=0

)lg()!lg(

)2(!

)(!

nnn

n

non
n

n
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Practice: asymptotic growth rates

• Rank the following functions by order of 
growth.

2

n
n

1

n

3

2 1

2

1

lg

2

n

nn

n 

12

3

2

2

lg

n

n

n

nn

n



Asymptotic growth rates

Ref: http://courses.ics.hawaii.edu/ReviewICS141/morea/algorithms/GrowthFunctions-QA.pdf


