
การวิเคราะหโครงขายวงจรอนัดับ 1

1st Order Circuit

ปยดนัย ภาชนะพรรณ



สมการอนุพันธอันดบั 1 (1st Order Equation)
สมการอนุพันธทั่วไป มีรูปแบบเปน

สมการอันดับ 1 คือ กรณี n = 1 จะไดรูปแบบเปน

ผลลัพธของสมการ เรียกวา ผลตอบสนอง (Response)
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วงจรอนุพันธอันดบั 1 (1st Order Circuit)

วงจรใดๆ ทีป่ระกอบดวย

• อุปกรณเก็บสะสมพลังงาน 1 ตัว (L หรือ C)

• แหลงจาย (source)

• ความตานทาน

**แรงดันและกระแสในวงจรเขียนในรูปสมการอนุพันธอันดับ 1 ได



A First Order RC Circuit

R+
-

Cvs(t)
+

-
vc(t)

+ -vr(t)

• Capacitor 1 ตัว และ Resistor 1 ตัว
• Source และ Resister อาจไดจากการยุบรวมจาก Source และ Resister 

หลายๆตัว



A First Order RC Circuit

KVL : 
R+

-
Cvs(t)
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-
vc(t)

+ -vr(t)
( ) ( ) ( )+ =r c sv t v t v t
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Differential Equation
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dvRC v t v t
dt

รูปแบบสมการเปน 1st Order Equation



A First Order RL Circuit

v(t)is(t) R L

+

-

• Inductor 1 ตัว และ Resistor 1 ตัว
• Source และ Resister อาจไดจากการยุบรวมจาก Source และ Resister 

หลายๆตัว



A First Order RL Circuit

v(t)is(t) R L

+

-

KCL : ( ) ( ) ( )+ =r L si t i t i t

( ) ( ) ( )+ =R
L s

v t i t i t
R

( ) ( )= = L
R L

div t v t L
dt

จาก

Differential Equation
( ) ( )+ =L

L s
diL i t i t

R dt

รูปแบบสมการเปน 1st Order Equation



ผลตอบที่ไมมีอินพุต (Zero Input Response)
วงจร RC

ที่เวลา  t < 0 C ถูกอัดประจุดวยตนแรงดัน V0 จนมีแรงดันเปน V0

t = 0  สวิตช k1  เปด
สวิตช k2 ปด 



เมื่อเวลา วงจรจะมีลักษณะเปน0≥t

พลังงานไฟฟาที่สะสมใน C
จะสูญหายไปในรูปความรอน
ของตัวตานทาน
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อินทิเกรตสมการทั้ง 2 ขาง (เวลา 0 t) จะไดสมการเปน

1ln =− +cv t K
RC

เมื่อ ln คือ    Natural Logarithm (ล็อกกะริธึมธรรมชาติ)
 เปนคาล็อกกะริธึมของฐาน  e = 2.71828 

คาคงที่ K เขียนใหมเปน ln=K k

ln ln ln−= +
t
RC

cv e k

ln ln( )−=
t
RC

cv ke

จะได 0= s t
cv ke

โดยที่ 0
1=−s

RC
ผลตอบของวงจร (Response)



โดย เปนผลตอบทั่วไป (General Solution)0= s t
cv ke

ถา k หาได ผลตอบเปน เปนผลตอบเอกเทศ (Particular Solution)

เมื่อ t = 0 0(0)=cv V

0 (0)(0)= =s
cv ke k

จะได 0=k V

0( ) −=
t
RC

cv t V e เมื่อ 0≥t



พล็อตกราฟ                 ไดเปน( )cv t

วงจรไมมี input       ผลตอบเกดิจากแรงดันแรกเริ่มของ C
เรียก Zero Input Response (ผลตอบที่ไมมีอินพุต)



หาคากระแสและแรงดันในแตละกิ่ง ไดเปน

0( )    −= = −
t

c RC
c

dv Vi t c e
dt R

0≥t

0( )  ( )  −= − =
t
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R c
Vi t i t e
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0( )  ( )  −= =
t
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R cv t v t V e 0≥t



โดย ( ),  ( ),  ( )c R Ri t i t v t มีลักษณะกราฟเปน



อัตราการลดลงของกระแสจะขึ้นกับคา RC 
RC มาก  อัตราการลดลงนอย
RC นอย  อัตราการลดลงมาก

R คงที่ C คงที่



คาคงที่เวลา (Time Constant)

กราฟเอ็กโพเนเชียล ถกูกําหนดลักษณะสมบัติไดดวย
- ตําแหนงออดิเนทของกราฟที่เวลาอางอิง (เชน t = 0)
- คาคงที่เวลา (Time Constant)

จาก 0( ) −=
t
RCv t V e

แทน T = RC

0

( ) −=
t
Tv t e

V



• ใชชวงเวลาที่ฟงกชันเอ็กโพเนเชียลลดลงถึง 37 % (t = T) เปนมาตรฐาน
ในการเปรียบเทียบกราฟ

• การวัดภาวะชั่วครูความละเอียดอยูที่ 2 % จึงมักถือวาภาวะชั่วครูจะหาย
ไปเมื่อเวลา t = 4T



ตัวอยาง วงจร RC ซึ่งมีผลตอบทั่วไปเปน

0
−= t

RCv V e

กรณี 1 100 = ΩR 100 =C pF 1 0.01 secµ=T

กรณี 2 1000 M= ΩR 1 µ=C F 2 1000 sec=T

จะได T2 > T1

อัตราการลดลงของ v ในกรณีที่ 2 จะนอยกวา กรณีที่ 1



0
1 1    = − = −s
T RC

จากที่

ความถี่ และ วัดเปน เรเดียน/วินาทีมีหนวยเปน สวนกลับเวลา0s

เรียกวา ความถี่ธรรมชาติ (Natural Frequency) ของวงจร0s



วงจร RL

ที่เวลา  t < 0 L ถูกเหนี่ยวนําดวยกระแส I0 จนมีกระแสเปน I0

t = 0  สวิตช k1  สับไปที่ C
สวิตช k2 ปด 



เมื่อเวลา วงจรจะมีลักษณะเปน0≥t

พลังงานไฟฟาที่สะสมใน L
จะสูญหายไปในรูปความรอน
ของตัวตานทาน
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จากที่ t = 0 0(0)=Li I
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KVL : ( ) ( )=L Rv t v t

KCL : ( ) ( ) 0+ =L Ri t i t

จะได ( ) ( )=−L Lv t Ri t

0( )
−

=−
Rt
L

Lv t RI e



ผลตอบแหงสถานะศนูย (Zero State Response)

ผลตอบของวงจรอันเนื่องจากตนกําเนิดอิสระ (input) โดยไมมีภาวะเริ่มตน
(ภาวะเริ่มตนเปน 0)

t < 0 : ตนกระแสถูกลดัวงจร
t = 0 : สวิตช k เปดออก  ตนกระแสตอเขาวงจร R // C

แรงดันครอมชิ้นสวนทั้ง 3 จะเทากัน



( ) ( ) ( )  + = =S
dv t v tC i t I

dt R
KVL : ( 0)≥t

เมื่อ t = 0 ตัว C ยังไมไดรับการอัดประจุ  ภาวะเริ่มตน คือ
(0) 0=v

แรงดันครอม C เทากบั 0  กระแสใน R ตองเทากับ 0
∴ กระแสทั้งหมดจะไหลเขาที่ C ที่  0≥t



แรงดัน v มีอัตราการเพิ่มเปน

0= +

=
t

dv I
dt C

0=dv
dtเมื่อ C ถูกอัดประจุจนเต็ม แรงดันจะคงที่ 

กระแสทั้งหมดจากตนกระแสจะไหลผาน R และตัว C จะเปนเสมือน
เปดวงจร



คาสุดทายดังนั้น =v RI

กราฟแรงดัน v แสดงไดเปน



วิเคราะหการเปลี่ยนแปลงคาแรงดัน

( ) ( ) ( )  + = =S
dv t v tC i t I

dt R
จาก : ( 0)≥t

พบวาเปนสมการอนุพันธแบบ nonhomogeneous ( ( ) 0)≠g t

 ผลตอบของสมการสามารถเขียนไดในรูปของ
= +h pv v v

hv Complementary Function
ผลตอบของสมการอนุพันธแบบ homogeneous ( ( ) 0)=g t

pv Paricular Integral
ผลตอบของสมการอนุพันธจะขึ้นกับ input ( ( ) 0)≠g t



จากหา hv

( ) ( ) 0+ =dv t v tC
dt R

0
1 0

1,        = =−s t
hv K e s

RC
จะได

หา จากpv

( ) ( )+ =dv t v tC I
dt R

หา     จากวิธี D - Operationpv

=pv IR



ผลตอบทั่วไปของสมการเปน

1( )    ,           0
−

= + ≥
t

RCv t K e RI t

พบวาที่  t = 0 (0) 0=v
0

1 10    = + = +K e RI K RI

1 =−K RI

จะไดสมการแรงดันเปน

( ) (1 )   ,           0
−

= − ≥
t

RCv t RI e t



พล็อตกราฟแรงดัน v(t) ไดเปน



วิเคราะหวงจรเดิม แตเปลี่ยน input เปนสัญญาณซายด (Sinusoidal Signal)

1 1( ) cos( )ω φ= +Si t A t

เมื่อ คือ Amplitude1A

คือ ความถี่เชิงมุม [Rad/s]ω

คือ มุมเฟสφ



เนื่องจากวงจรเหมือนเดิม เปลี่ยนแค input เหมือนเดิมhv

0
1 0

1,        = =−s t
hv K e s

RC

หา      (particular integral)pv

pv มีคาขึ้นอยูกับ input
เมื่อ input เปนสัญญาณซายด เปนสัญญาณซายดที่มีความถี่เดียวกันpv

2 2( ) cos( )ω φ= +Pv t A t



หาคา        และ       2A 2φ

1 1

( ) ( )
cos( )ω φ+ = +p pdv t v t

C A t
dt R

จะได

2 2 2 2 1 1
1sin( ) cos( ) cos( )ω ω φ ω φ ω φ− + + + = +CA t A t A t
R

จากหลักการทางตรีโกณมิติ
cos( ) sin( ) cos( )ω φ ω φ ω φ δ+ + + = + −A t B t C t

โดยที่ 2 2= +C A B
1tanδ −= B

A



แทนคาแลว จะได

( )
1

2
2 21( )ω

=
+

AA
C

R

1tanδ ω−=− CR

จาก 2 1φ δ φ− =

2 1φ φ δ= +

1
2 1 tanφ φ ω−= − CR



ผลตอบของวงจรเปน

1 2 2( ) cos( )ω φ
−

= + +
t

RCv t K e A t

เมื่อ t = 0 (0) 0=v

1 2 2cosφ= +K A

1 2 2      cosφ∴ =−K A

สมการแรงดันในฟงกชันเวลา เปน

2 2 2 2( ) cos cos( )φ ω φ
−

=− + +
t

RCv t A e A t ( 0)≥t



พล็อตกราฟ v(t) ไดเปน

เปนผลตอบแหงสถานะศูนย (Zero State Response) ของ input 1 1cos( )ω φ+A t



- วงจรจะอยูในสถานะศูนย (Zero State) ก็ตอเมื่อ ภาวะแรกเริ่มทั้งหมดใน
วงจรเปน ศูนย

- ผลตอบของวงจรซึ่งเริ่มจากสถานะศูนย จะขึ้นกับ input

ผลตอบแหงสภาวะศูนย (Zero State Response)
คือ ผลตอบของวงจรตอ input ที่ใสใหกับวงจรที่เวลาหนึ่งเวลาใด (t0)

โดย สภาวะของวงจรตองอยูในภาวะศูนย กอนที่จะมีการใส input เขาในวงจร

input และ zero state response จะมีคาเปน 0 ที ่t < t0∴



ผลตอบสมบูรณ (Complete Response)

•ผลตอบของวงจรตอทั้ง input และ ภาวะเริ่มแรก (initial condition)
•ผลรมของผลตอบที่ไมมี input กับ ผลตอบแหงสถานะศูนย

Complete Response = Zero Input Response + Zero State Response



เมื่อ t < 0 :  สวิตชอยูตําแหนง A  ตนกระแสถูกลดัวงจร
มีแรงดันครอม C = V0 0(0) 0= ≠v V

เมื่อ t = 0 :  สวิตชอยูตําแหนง B  ตนกระแส is(t) ตอเขากับวงจร

ผลตอบสมบูรณของวงจร คือ รูปคลื่น v(t) ซึ่งเกิดจาก
- input is(t)
- ภาวะแรกเริ่ม V0



( )+ = s
dvC Gv i t
dt

(a)( 0)≥tKCL :
(b)0(0)=v V (แรงดันแรกเริ่มครอม C)

ให vi เปน Zero Input Response
0+ =i

i
dvC Gv
dt

(1)( 0)≥t

(2)
0(0)=iv V



ให vo เปน Zero State Response
0

0 ( )+ = s
dvC Gv i t
dt

(3)( 0)≥t

(4)(0) 0=ov

รวมสมการ (1) ถึง (4)
0

0
( ) ( ) ( )+ + + =i

i s
d v vC G v v i t

dt
( 0)≥t

0(0) (0)+ =i ov v V

รูปคลื่น vi(t) +vo(t) เปนไปตามสมการอนุพันธและภาวะเริ่มตนตามสมการ
(a) และ (b)



∴ ผลตอบสมบูรณ v(t) กําหนดโดย

Complete    Zero      Zero
Response    Input      State

 Response   Response

( ) ( ) ( )= +i ov t v t v t



ตัวอยาง กําหนดใหแหลงจายกระแสปอนเขาวงจรที่ t =0 โดย is(t) = I

ผลตอบสมบูรณ (Complete Response) เขียนไดเปน
( ) ( ) ( )= +i ov t v t v t

จะได
0( )

−
=

t
RC

iv t V e

( ) (1 )
−

= −
t

RC
ov t RI e

( 0)≥t

( 0)≥t



ผลตอบสมบูรณ (Complete Response) เปน

0
Complete    Zero   Zero
Response    State   Input

ResponseResponse

( ) (1 )
− −

= + −
t t

RC RCv t V e RI e ( 0)≥t

พล็อตกราฟ v(t) ไดเปน



เขียนผลตอบสมบูรณใหอยูในรูปอื่น ไดเปน

0
Steady StateTransient

( ) ( )
−

= + +
t

RCv t V RI e RI ( 0)≥t

สภาวะชั่วครู (Transient) มาจาก Zero Input Response และ Zero State Response
เกิดจาก - ภาวะเริ่มแรกในวงจร

- การให input ทันทีทันใด

สภาวะคงตัว (Steady State) มาจาก Zero State Response อยางเดียว
- เปนผลของ input อยางเดียว
- รูปคลื่นสัมพันธกับ input (input เปน sine steady state เปน sine)



Circuit With many Time Constant 

เปนวงจรประกอบดวยสวิตชหลายตัว

กําหนด - C,R เปนเชิงเสนและไมขึ้นกับเวลา
- ในตอนแรก C ไมไดถกูอัดประจุ

เมื่อ t < 0 สวิตช k1 ปด และ k2 เปด

เมื่อ t = 0 สวิตช k1 ปด  ตนกระแสคงที่ ตอเขากับวงจรขนาน RC



เมื่อ              วงจรจะกลายเปน 0t ≥

ตัว C จะถูกอัดประจุเรื่อย ดวยคาคงที่เวลา

1 1T R C=

1
1( ) (1 )

t
Tv t IR e

−

= − ( 0)t ≥



ให เวลา t = T1   สวิตช k2 ปด  ไดวงจรเปน

แบงปญหาเปนสองชวง คือ  เวลา {0, T1} และ {T1,     } ∞

ชวงแรก {0, T1} เนื่องจาก v(0) = 0  หา zero state response ไดเปน

( 0)t <

1
1

0
( ) {       

(1 )
t

T
v t

IR e
−=

− 1(0 )t T≤ ≤



ที่ t = T1

1 1
1( ) (1 )v T R I
e

= −

1{ ,  }T ∞ซึ่งเปนภาวะเริ่มแรก ของสวนที่ 2
เมื่อ  t > T1 : สวิตช k2 ปด  รวมวงจร C, R1, R2  จะได 

1 2
2

1 2

R RT C
R R

=
+

คาคงที่เวลา

คา Input                   I



ผลตอบสมบูรณของสวนที่ 2 หาจาก
1 2

1 2

( ) ( ) ( )s
dv t R RC v t i t I

dt R R
+

+ = = 1( )t T≥

แกสมการ โดยอินทีเกรท ตั้งแตเวลา  T1 ถึง t
1

2

( )

1

t T
T

hv K e
−

−

=จะได
1 2

1 2
p

R Rv I
R R

=
+

ไดผลตอบสมบูรณเปน
1

2

( )
1 2

1
1 2

( )
t T
T R Rv t K e I

R R

−
−

= +
+ 1( )t T≥



1 1
1( ) (1 )v T R I
e

= −ที่ t = T1

1 1

2

( )
1 2

1
1 2

T T
T R RK e I

R R

−
−

= +
+

จะได 1 2
1 1

1 2

1(1 ) R RK R I I
e R R

= − −
+

1

2

( )
1 2 1 2

1
1 2 1 2

1( ) [ (1 ) ]
t T
TR R R Rv t R I I e I

e R R R R

−
−

= − − +
+ +

ผลตอบสมบรูณ (Complete Response)

1( )t T≥

1 1

2 2

( ) ( )
1 2

1
1 2

1( ) (1 ) (1 )
t T t T
T TR Rv t R I e I e

e R R

− −
− −

= − + −
+

1( )t T≥



พล็อตกราฟ v(t) ไดเปน


